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Ptin^tpien 5et tttetap^yfiB 

pon Dr. phil. BrjmUUY pttrovltvics. 

I. I5anb. I. übtetlung: 

XQ^cmciiM OntoIogU «n6 Me fMrmaUit ÜttUgiotUn. mit cbwm 2Iii|kui^: CUmcittc btv 
luutn k0 u utxU WHb 3 Caf«In mit 56 gcomctrif ^^cn ^i^vrot. 

Cey.^80. geb. mf. 16.—. 

^€ine frifd^e boffnnn^sceü^ Stimmung fprtd^t fub fd^on in ber erfenntnis < tbeorrtifd?en <Srunb> 
Iet)re biefer Znetapt;rfif ans, in ber Behauptung von ber abfotnten Healitdt bei Crfal}iiing. Der Der« 
faffer fc^eut Dor fetner pof)tiD:iPiWenfd7aftIid7en 2Intorität auf. Cr ivifl fogar in bte motl^matif refor^ 
mierenb eingreifen. Den 21ngelpnnft fetner Spefniation btibet eine eigentnmlidTe realifKfd^ 2Iuffaifnng bes 
riegationsaftes. ^n Mcfcm erfleti Sanfte b€3 girofi on^de^tcn Wtxtt» erfo^en Me Pro- 
Henu b€t 3<it, bem Ztaunu^, bet SäSfl wnb bet Scoegsit^ vidfeiti^c ScInU^tang. Vit 
|{iitifi«mi<n ftnb nidik äng^Ud^ ttiii^it^cn, petronitvics nittcntimmt piclnul^ überall einen 
l^tiven ffilrnen CSfnn^sverfiu^. . . .** („Zittvarii'd^et Centralblatt* Vir. 30, IdOS.) 

„. . . Still, the diacaasion contained in thia ▼olume is ■tamulatiac and conaidenible 
dialectic power is dl^layed* One will watch with interest in the later volnmes u-hether the author 
sacceeds in dealiag with his varioas problems without always recarring to the mathematical point of 
view. Unfortututely, one word must be said regarding the typography. — This is the morc to be 
regretted becaus« — granted the aathor's point of yrimw — the 1*8 of the philoaophy are 
qoita carefuly dotted.*« („NaHtre" iVb. i8s6, igosO 

„. . . Mais ce qae nons venons de dire suflTit pour qu'on puisse jugfcr cette nouvelle giometrie au 
point de vue pbilosophiqae. II £tait interessant de tirer du finitiame toutes sea cons^qaencea 
acientifiquea ; ik cet egard, le travail de M. Petronievics ne sera pas inutile, car il coosdtae ane sorte de 
reduction k Tabsurde du finitisme, qui en est peut-fetre la meilleure rifuiation . . ." 

(L, Confurat in ,^ulleHn de* sciences mat MmaÜ qmeM" Mar» igos 
und f^evue de MHaphytiqne et de MortOe" No. a, 1905.) 
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l^xrritrtrrt 



S)te DotKegenbe Slbl^anblung btlbet eine tDtd^ttge Srgänjung gu 
meinem t)or brei Sauren erfd&iencnen metai)]§5ftf(^=mat]Öcmattfd&en 
SBerle* SQSäl^tenb td& mid^ in btefem leiteten auf ben @tanb|)unft 
ber jirenöen ßogtl geftellt, unb, toie bte3 bei einem ejalt fein 
toollenben 5Dlet]^al)]ö^riIer nid^t onberS fein fann, eine ber SBirflid&Ieit 
cntfpred&enbe SDlatl^ematil gefud^t unb gcfunben l^abe, l^obe id& midft 
l^ter Quf ben ©tanbpunft ber fogenannten ,,reinett" formalen ßogil 
gefteQt nnb t)on bemfelben aus meine ©eometrte neben ber geltenben 
aU eine blofe logifdö möglid^e l^tnaeftellt. S)er l^ter eingenommene 
@tanbj)un!t ifi alfo ein neutraler JBoben, auf bem t)ielleid&t bie SJer= 
ftänbigung mit ben ©egnern meiner neuen ©eometrie (unb fie l^at übrigens 
bis je^t nur ©egner) leid&ter ju erjielen fein toirb, als bieS auf b^m 
©tanbpunfte beS flrengen 2Jletap]&^fiferS, ber nur baS S35irflid&e (ref}). 
bas tt)irltid& 9Köglid&e) für baS SBal^re ^ftlt, möglid& ifi. Sluf bem 
neuen @fanb})un!te fallen nftmlidö alle bie metapl^^fifd&en ©d&ioierig« 
leiten fort, mit benen bie neue ©eometrie in il^ren erften ©runb= 
lagen gu !Sm))fen fjat, unb bie !onfeIutit)e bisirete 9laumform loirb 
3U einer logifd& minbeftenS ebenfo bered&tigten Jftaumform, toie bieS 
für bie infonfefutite fontinuierlid&e fftaumform faft auSnal&mSloS an= 
genommen toirb unb für bie infonfefutiöe bisirete äiaumform oon 
t)iclen ©eiten jugefianben (t)on öielen anberen toieber bcftritten) toirb* 
S)ie formelle ^oglid&Ieit ber beiben le^teren formen fann, toenn 
man fidg nur ben Unterfd^ieb ber formellen )i>on ber logifd^en 3Jlögs 
lid&feit in eigentlid^em ©inne Ilar t)ergegentoärtigt, gar nid&t in 3lb- 
rebe gefleUt toerben, unb id^ glaube, ba§ man baSfelbe aud& für bie 
{onfeIutit)e bisirete 9taumform, bie 9laumform ber neuen ©eometrie, 
naäi meinen nunmel^rigen ^usfül^rungen toirb anerlennen müfjen. 



IV Üorwort. 

9{uger biefer etflen tDtd^ttgen S^olgetung in bejug auf bte lon- 
felutbe fRaumform unb bte für btefelbe geltenbe ©eotnettie, bte ftd^ 
auf bem in biefer ^b^anblung eingenommenen @ianbt)unlie ergibt, 
befielet nodg eine gioeite nidgt minber loid&tige (Folgerung in Begug auf 
biefelbe, unb bieS ifl bie UnaBI^Angigleit ber !onfe!utiDen Slaumform 
Don ber Sfrage nad^ ber äBal^rl^eit be8 OftnitiSmuS unb beS Suftni» 
tiSmuS. 3n meinem 9Ber!e l^abe id& bie logifdge 9totioenbig!eit ber 
lonfelutiben Slaumform aus ber logifd^en Stotioenbigfoit beS fjfinitis» 
mu8 refp. au8 ber logifdgen UnmSglid^Ieit beS 3nfiniti8mu8 bebujiert. 
^ier aber toirb bie !onfe!uti))e Staumform gana unabl^Angig t)on bem 
OftnitiSmuS als eine formell möglid^e aufgefieÜt fo ba§ man gang 
iDol^l ^nftnitifl fein unb tro^bem bie neue (Seometrie Vertreten !ann. 
SBem es alfo um ^nftnitiSmuS um leben ^reiS gu tun ift, ber !ann 
es audg auf htm @tanb))unfte ber neuen ©eometrie bleiben, ja eS 
flimmt fogar biefer neue @tanb))un!t mit bem aritl^metifti^en 3n- 
ftnitiSmuS beffer fiberein, als bieS fflr ben @tanbpunlt ber geltenben 
©eometrie mit il^ren in!onfe!utit)en Slaumformen gilt, ba ia bie un- 
enMidg fein follenbe 3<^^tenrei]^e ebenfo aus lonfelutiten (Elementen 
bejtel^t loie bie fonfe!utit)e Staumfotm. 

2)ie allgemeine logifd^e 9Jl5gUd^feit ber !onfefuti))en 9laumform 
einerfeitS, bie Unabl^angtg!eit ber neuen ©eometrie t)on bem S^ittitiS- 
muS anbererfcits ftnb alfo bie beiben torncl^mjien 9lefuttate unfercr 
Slbl^anbtung. ^n biefelbe l^abe id& aber nod^ eine Unterfudgung ein= 
gef droben, bie biefem aDgemetnen Pane berfetben gar nid^t entf))rid5t. 
@o fel^r es mir in bem allgemeinen $Iane ber Slb^anblung audg lag, 
ben !3nftnitiSmuS mit ber neuen ©eometrie ju t)erfö]§nen, fd fiellte eS 
fidg mir bod^ bei nftl^erem Sufel^en l^erauS, ba§ biefe SJerfbl^nung, 
flreng genommen, gar nid^t mögKd& ifl, unb ba^ ber SnfinitiSmuS, 
auf bie fonfe!uttDe fftaumform angeloanbt, ju aBiberfprfld^en fül&rt, 
bie t)iel offen!unbiger ftnb, als bteS bei feiner 9tntoenbung auf bie 
ftbrigen Sftaumformen (bei btefen Icfeteren in erjler Sleil^e in bejug auf 
il^re ^(uSbel^nung unb erfi in gtoeiter auf il^re ^unltanjal^I) ber f^all 
ifl. Unb fo l^abe idg nidgt uml^in !bnnen, biefe SBiberf))räd^e in 
einem befonberen ^bfd^nitt l^erDorjul^eben unb barauf eine neue S3e- 
grünbung beS {JinttiSmuS 8u grünben. ©erjenige, htm ber 3nftnitiS= 
mus eine logtfd^ notioenbige S)oItrin ju fein fdgeint, toirb allerbingS 
in meinen bieSbejfiglid^en SluSffil^rungen enttoeber lauter Irrtümer 
erblidEen muffen — bann befleißen für il&n leine Sebenlen mel&r, feinen 



Dortport. V 

@tQnbj)unIt mit bcmientacn bcr neuen ©eometrie ju öcrföl&nen — 
ober er tDtrb, toenn er ba^ nid^t tut, bte !onfe{utit)e Staumform t)er- 
loerfen nnb nur eine mit ber unbeflimmten @nbUd&Ieit fa(i6Kd& über» 
einftimmenbe unenblidge SluSbel^nung ber in!onfe!utit)en jufd^reiben. 
SluS biefen ©rilnben l^alte i^ alfo bie (Sinfd^iebung biefer Unter- 
fud^ung in bie Slbl^anblung für gere(i^tfertigt, bemer!e aber, ba§ ber 
3ttfinitifi biefen 2lbfd6nttt au(§ gans flberfpringen lann, toenn er ein 
©anjes in feinem @inne bm^au^ l^aben \d\U. 

SBie man fid^ nun aud^ ju ben einjelnen SluSfül^rungen biefer 
Slbl^anblung fteQen mag, id^ l^offe, bag man in berfelben iebenfaQs eine 
Unterfudöung über bie in toal^rem ©inne t^t)ifd6en Slaumformcn unb 
©eometrien finben toirb, bie bisl^er meines SQBiffenS gefel&ft l^at. 2Jlan 
%at in fester 3ßit t)on nid&t=euIUbif(i&en unb anberen ©eometrien t)iel 
gefproii^en, babei aber bie Ic^te ©truftur be« 9iaume§ immer in einem 
ober l^öd&flenS in jtoei Derfd&icbenen SSebeutungcn in SBetrad^t ge= 
gogen. @ine f^fiematifd&c Unterfuiiöung ber Slaumformen in biefer 
festeren §infid&t l^at aber biSl&er gefel^lt, unb biefe em})finblid6e ßüde 
in ber allgemeinen ©eometrie auSjufüffen, ip aud^ eine ber STufgaben 
biefer Stbl^anblung. 

3(§ fagc abfid&tUtfi: eine ber 3luf gaben biefer Slbl&anblung, 
S)enn fo loid&ttg biefe Untcrfud^ung an unb für fid6 oud& iji, fo ]§at 
fie bod^, ftreng genommen, nur einen Vorläufigen SBert, benn fd&lie6= 
Kd6 muffen wir unS für eine ber formell mögUd&en Sflaumformen unb 
©eometrien als bie togifd& notioenbige entfd^eiben. Safe biefe 6nt= 
fd&eibung im ©inne ber neuen ©eometrie ausfallen toirb, baran l^ege 
id6 leinen 3toeifeI, unb bie gegenwärtige Slbl^anblung x% wie oben be= 
merlt, aud& als ein loid&tiger Söeitrag in biefer 9lid^tung ju betrad&fen. 

Dr. Brani^Iair ptU^mt'ViVC^* 
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(ßinititmtg. i 

inigemeine KufgoBe bet flblftanblung. ®te etfle ]pti\tUt llufgal^e: ITuf' 
fleQung attet fottneQ m5glid^en unb bet i^pifd^en Staumfotmen. S)te 
smeite f^egielle Vufgabe: VttfßeOung bet (eiben t)||)t[4en €^eometnen obet 
bie formeQe (Sttoeitetimg beS 3nflnitiSntuS. S)te britte fpesieOe llufgaBe: 
SHe tratiSftmten S^l^I^n unb baS lonfefutbe ^islretum ober bie logifd^e 
Segtünbung beS SinitiSmuS. S)le bierte ]ptixtUt l(ufgabe: 5S)aS itonti' 
nuum^tobletn« 

(Sr^r Jtbfxl[rntti. 
nuflfonung an]er fxrcmjeU mSglU^n Saumfurrmien 4 

übet ben %egtiff bet fotmeQen im Untetf^ieb bon bemienigen bet Iogif((en 
aRQglid^feit. (Sstfiensatt unb ftuSbel^nungSatt beS 9iaumeS al8 bet tn^alt' 
lid^e unb bet fotmale dieft^tspunh aut Slufflellung bet lierf^iebenen IRaum« 
fotmen. @ie etgeben im gangen k)iet fol^e fpeateHe (8eft4tS))unIie. 9^aum' 
fotmen nad^ bem ®eftdi)ts^unlte bet ^Realität. 9taumfotmen nad^ bem (8e* 
{t4t8^un!te bet Teilung in ^nfte. Siaumfotmen nad^ bem 0efid^tS|)ttn!ie 
bet ©equena bet $unhe. SRaumfotmen na^ bem (Befid^t§|)un!te bet SafjÜ 
bet $un!te. ®ie biSl^etige SRatlgemaiil unb biefe ®efi4tS|)ttn!te. ^ttf^Üt' 
niS biefet Detfd^iebenen (S^efid^tS^unlie aueinonbet« ®et 8egtiff beS !on« 
fefutit)en (biSiteien) 9laume3 entl^fiU leine fotmeH logifd^en SBibetf^rüd^e. 
%dbtüt bet Setl^aitnijfe bet betf^iebenen ®efl4t§))unlte aueinanber. 5Die 
ad^t formen mdglid^en Staumfotmen, bie l^ietauS folgen. 2)ie t)iet 
t))^ifd^en Slaumfotmen, auf bie fi^ biefe a^t auf bem fotmeQen ©ianb« 
ipunite bet ^ail^emaiil autüdfü^ren. 

^fe itaiiei tupiXtlt^n ßaumfwtncett miti ®]etfmefri]en mtif tat gj^tf- 
mtMXtttß Struftfur tmt^ vatBvä^Üä^t Ifi^tttmn^ .... 18 

^et Untet{4ieb im änl^altSteid^tum an geomeitif^en gfiguten atoif^en bem 
unenblid^en jtoniinuum unb bem enbUd^en lonfefutiben ^isltetum. 2)ie 
atoei t|)|)if4en ^eomeitien, bie batauS folgen. 9lad^ioeiS, ba^ bie !onti' 
nuietlid^e (S^eomeitie füt baS inlonfehttite unenbli(|e S^iSttetum unein» 
gefd^tänlt gilt. S)et ))tinat|)ieae Unietfd^ieb a^^f^^t^ ^^n beiben ®eo« 
mettien. Slad^toeiS, bag bie lontinuietlid^e dieomettie fftt boS fonfehiiibe 
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unenblid^e ^isfreium ipnnit^tell nt^t gelten fann. Slad^toeiS, ba^ bte 
bislrete ®eomcttie. für oöe Sotwcn betjelben itneingefd^rönft ßtlt. 

%xt ttanSflmten St^^^enlel^ren ßaniotS unb S^eronefeS. (Btunbaüge bet irans« 
fintten Sc^^^^nle^re j^antorS. Untetfd^iebe jtoijd^en bet arttl^metti^en tool^I- 
geotbneten äJlenge 1, 2, 3, .... v, «... cu unb ber entf)>ted^enbeu 
geometrifd^en (fonfeluiibett) tool^Igeorbneien $unliinenge ((o + 1). S)te 
aus biefen Unterf^^^ben ft(i^ etgebenben ^d^totetigfeiten, bie tranSftmte 
3al^l tu ftantorS attf bie !onfe!uiit)e ^unfimenge ansumenben. ^ie 
er^e ^ntmort auf bie Qfroge, mlö^t Dtbinalgal^l beut bem (os^unüe in 
bet geomettifd^en $un!tmenge (u) + 1) unmittelbat t)otau§gel^enben fünfte 
entfptidgt, unb bie UnmögU^Ieit betreiben, ^e ameiie ^nttoott auf biefe 
9tage unb beten Unmdglid^Ieit. 2)ie btttie ^ntioott, bie bie eine (Stunb« 
öotauSfe^ung bet ttonSfimten Sc^^^^^^W ^antotS, w — 1 fei = w {xt]p, 
fein ®lei4]^eii3ttitetium), ^teiSgibt, unb bie Unmöglid^feti betfelben. 
92ad^toei§; bag fid^ aud( bie ttanSftniie S^^^^n^^^te SSetonefeS, tteld^e bie 
beiben (StunbbotauSfe^ungen JtantotS (bte 3a^t m unb baS (S^leid^l^eitSfti« 
ietium bet einbeuttgen 3uotbnung) t)tei§gtbt, auf bie !onfe!uttbe un- 
enblid^e $unftmenge ntd^t antoenben lä^i. 

9lad^toei3, bag bet le^te Utfptung aO biefet 2Bibetf|)tüd^e in bet logifd^en 
Unmi^glid^Ieit beS ^ejlel^ens bet itanSfiniien Sal^I o» j(antot§ in bem !on« 
fe!uüt)en ^ishretunt liegt, ^et batauS folgenbe gfunbomentalfa^, bag 
iebe aus !onfeiutit)en ^nlten Befiel^enbe ^unHmenge, bie einen etften unb 
einen legten $unlt l^at, nottoenbigertoeife enbltd^ fein mug. ^ie btei 
S5fungen; bie ftd!) auf ben äBibetßteit bet atitl^metifd^en tt)ol^Igeotbneten 

5Wenge 1, 2, 3, 4, v, .... cd unb bet entf|)tedjenben geomettifdjcn 

»ol^Igeotbneten $un!tmenge bejiel^en. 2)ie etfte Söjung, toeld^e in bet 
etpen bie S^i^ ^ unb in bet sioeiten ben $unlt (u>) be^teitet unb beibe 
füt unbefttmmt enblidft etüfitt. ^ie sioeite Sdfung, »eld^e entioebet bie 
3al(l a> in bet etjien bel^aujitet, ben ü>«!ßunlt in bet sioeiten bagegen be« 
fheitet obet biefe beiben gleid^etntagen beßteitet, bie beiben SJlengen abet 
füt aftueE unenblid^ etllStt. ®ie btitte Sdfung, toeld^e bie logifd^e SOtSg' 
lid^feit beS !onfefutit)en ^iSfretumS übet]^au|)t beftteitet. 

9lad^tDeiS, ba^ biefe leitete Sbfung ben Unenblid^feitStietttetet nut 
fd^einbat t)on ben ^d^toietigleiten beS Unenblid^feitSbegtiffS befteit, Un* 
ntdglid^feit bet unenblid^ Heinen Qixtdt im 9laume, toenn bie unenbUd^ 
gtoge ®etabe etftet Oxbnung mit bem @nb|)un!te im Unenblid^en nid^t 
augeloffen toitb. 9lad^tt)eid biefet Unmöglid^Ieit im fonfeIutit)en S)i§Ite« 
tum. IRad^toeiS betfelben im inIonfeIuttt)en ^isftetum. 9lad^tt)ei§ bet ^oi* 
toenbigfeit bet unenblid^ ileinen 6ttede im in!onfe!utit)en ^isftetum, 
U)enn in bemfelben unenblid^ gtoge ^etaben l^Sl^etet Otbnung jugelaffen 
koetben. Übertragung betfelben @(!^IuMoIgetungen auf ba§ ^ontlnuum. 
fibergong gum nfid^jlen 9(b{d^nitt. 
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SormuUerung beS ftonttnuum^tobletnS. ®runbstt0e ber Staniox\^m Seigre 
bon ben iranSftniten SJlfid^tigleiien. ^e^intmung beS Begriffs beS So!^^f^' 
fontmuutnS. ana^tififdt ber (S^efamil^eii bet rationalen 3a(len. aRS^tifileii 
beS 3o^Ienfontinuum8. !Rad^mei8, ba( Sa^I* unb IRaumfoniinunm ntd^i 
einbeutig einanber enif^red^en. SSefHmmung ber SJ^äd^tigfeii bed %aum« 
fontinuums ober bie Sdfung beS ^oBIemS beS 9^aumIonttnuttm8. SJ^erl^filt« 
niS ber fDla^tigleit beS ttnenbltd^en S)i6lretttm8 gu ben t^|>tf(|en dieometrien. 



3n ber t)orUefienben SIBl^anblung {leQe iä) mit gut Aufgabe, ba^ 
S^erl^ftliniS ber t^ptfdgen ©eomettien gurrt Unenblid^en mfigtid^fl doH- 
flAttbig jtt befitmmert. S)tefe Aufgabe fd^lte^t etnetfeits bie SSefltm' 
tnurtg ber t^pifd^en Staumformen urtb anbererfeits bie Urtterfud^ung 
beS 93er]^ftltniffeS be$ Urtenblid^en ju biefert Unteren in ftdg. SDie 
erftere Don biefen beiben Unterfud^ungen fe|t lieber bie Seflimmung 
oller formell mdglid^en Staumformen fiberl^aupt DorauS unb bie legiere 
fäl^rt ju ber Unterfud^ung ber loid^tigen f^rage nad^ ber fogenannten 
3nftd&tig!eit beS AontinuumS. Unb fo gliebett fid^ alfo bie allgemeine 
Aufgabe biefer unferer Slbl^anblung in t)ier fpegielle Slufgaben, bie 
mir bemgem&g in ben Dier Sbfd^nitten, in bie roir unfere ^(bl^anblung 
teilen, bel^anbeln toerben. 

3n bem erfien ^bfd^nitte berfelben toerben loir alfo gunftd^fi aQe 
bie formell mdglid^en Slaumformen beftimmen, um bann Don il^nen 
bielenigen auSjufd^eiben, bie Don befonberer 93ebeutung finb* 

3n htm jtoeiten Stbfd^nitte toerben toir bann Don biefen legieren 
»eiter biejenigen auSfd&eiben, bie Don i^i)ifd&er Sebeuiung finb, in« 
bem toir bie fär biefe t^t>if(%cn 9laumformen gettenben t^))ifd^en 
©eometrien aufjiellen unb ben ©eltungSbereid^ ber legieren in bejug 
ouf bie erftcrcn feflfietten toerben. 5DaS toid^tigfle Jftefultat biefer 
Unterfud^ung toirb in bem 9lad&tt)eig Befleißen, bag bie für baS enb» 
lid^e lonfefutiDe S)ig{retum gelienbe bislrete ©eometrie, beren ©runb» 
))rin}it>ien idg in meinem metapl^^fidg^mat^ematifd^en SBer{e aus» 
ffll^rUd^ barge(egt l^abe,^ unb bie neben ber geltenben IontinuierIi(^en 
©eometrie aU t^t>ifd^ 3U betrad^ten ift, fid^ ol^ne Sinfd^ranlung 

* »?rinaU)ien ber aDletat)]^^fi!, L a3onb, 1. HBteilung, Slttgemeine Onto« 
logie unb bie formalen Kategorien. 9Rit einem SCn^ng: Q^lemente ber neuen 
©eometrie unb btei S^afeln mit 56 geometrif^en gfiduten. ^eibeH^erg, (S^arl 
SBintet; 1904/ 

$ e t r n i e b i c S , Sie tl^tfd^en Geometrien. 1 



2 (Etttlettnng* 

auf einen !onfe!utit)en, aud unenblidg Dielen ^^unlten beflel^enben 
bisfeeten Staunt fi(etiragen Idgt, iDAl^renb mieberum fflr baS in- 
fonfehttiDe unenbtid^e 2)is!tetum bte lontinuietlid^e ©eometrte (bie 
©eomettie beS AontinuumS) ftdg aU uneingefd^rftnlt geltenb txtotx^. 
S)ur$ bie Übertragung ber bisireten ©eometrie Dom enbti(igen auf 
baS unenblid^e !onfe!utiDe S)is!retum erweitern mir baS Geltungs- 
gebiet beS 3nfiniti§niuS, ber fi$ hxif)n mit ber !ontinuierlid6en unb 
ber inlonfefutiD^biSfreten Slaumform ibentifi}iert l^atte, erl^eblid^, in» 
bem mir i^n mit ber neuen ©eometrie, bie il^n im ^rinji)) aufju- 
lieben Wm, Derföl^nen looKen. 

3m britten Sbfd^nitte koollten mir bann, maS bad Slefultat unb 
bie ftiOfd^meigenbe 3^orau8fe|ung be8 jmeiten mar, bie SD^lfigtid^feit 
ber (Srmeiterung beS 3nftnittSmu8 im Sinne ber ^nmenbung besfelben 
auf bie Ionfe!utiDe Staumform, aud^ Dom @tanb))un!te ber firengen 
Sogil au$ unterfu^en. Unb aU 9lefultat biefer Untetfudgung ergab ft(]g 
uns bad gerabe ®egentei{ beffen, maS mir] urf))rfinglid^ moEten: @tatt 
bie aJlSglid&Ieit ber Slnmenbung beS 3nfiniti8mu8 auf bie neue Slautn- 
form, Don bcn allgemeinen logifd&en ©rünben gegen ben UnenbHd6= 
!eit8begriff abgefel^en, nad^jumeifen, maren mir balb genötigt eingu^: 
feigen, bag biefe Slnmenbung unburd^fül^rbar ifi unb ba^ in biefer 
Unburd^fül^rbarleit ein neuer SSemeiS ber allgemeinen SBal^rl^eit bcS 
ginitiSmu» gu exBlidEen ift. Unb fo fielet biefer brüte Slbfd^nitt unfercr 
SD6]^anblung, mag ben allgemeinen @tanb})unft unb bie 3lefultate ber» 
felben anbetrifft, im ®egenfa| gu ben beiben erften unb bem folgenben 
legten: SBäl&renb mir un^ in biefen breien auf ben ©tanbpunft ber 
formellen logifd^en SRSglid^feit ftellen unb bie 3lnmenbbar!eit beS 
3nfiniti8mu8 auf bie !onfe!utiDe Sflaumform, bereu formelle SDlöglic]^- 
feit, mie in bem erften Slbfdönitte auSgefül^rt mirb, nid^t in Slbrebe gc= 
flellt merben fann, fid6 al8 Slefultat biefeS ©tanbpunite« ergibt, fieffen 
mir uns in biefem britten Slbfd&nitte auf ben ©tanb})un!t ber reellen 
logifd^en 3nöglid&Ieit (aber ben Unterfd^ieb biefeS @tanb))unft8 Don 
bem Dorigen Dergl. man ben Eingang beS erflen 3lbfd6nitteS) unb als 
Slefultat ergibt fid^ bie logifd&e Unm5glid6!eit beS 3nftniti8mu8. Siefer 
britte 2lbfd&nitt bietet fo eine neue logifd&e SBegrflnbung beS Sinitt8= 
mu8, bie Don berjenigen in meinem oben ermil^nten SBerle gegebenen 
barin abmetd&t, baß, mfll^renb bort au8 ber flritif be8 abjiraften Un= 
enblid&feitsbegriffs auf bie logifd^e JDlöglid&feit ber lonfelutiDen bis» 
Ireten ?Raumform gefd&loffen murbc, l^ier umgefel&rt Don ber logifd&en 



97lSgK$Iett biefer leiteten ausgegangen unb barauS auf bie Unntog- 
nd&!eit beS 3nftntttgmu$ gefdgloffen \Dxxb. 2)ied uottb fo auSgefül^rt, 
bag ausfül^rltd^ bie Slnuoenbung ber tranSftntten Sal^Ientel^re g^an- 
torö unb 33eronefe8 (inSbcfonbere ber erfieren) auf bo8 fonfefuttt)e 
S)td!tetum unterfud^t unb bann bie legten logifd^en ©ränbe aufge= 
geigt toetben, bie bie Unmöglid^feit biefer 9lntt)enbung l^erbeiffll^ren. 
91m (Snbe biefeS britten 9(6fd^nitte8 mxbm bann nod^ fel^r toidgtige 
ßonfequengen in begug auf bie Unenblidgteit ber SluSbel^nung nad^ 
oben unb unten bei ben abrigen Staumformen gejogen, bie fid^ aus 
ber Dorl^erg^l^enben Aritil beS UnenblidgleitSbegriffS ergeben, felbft 
tDenn bie gange ©runbtage biefer jtritü, baS !onfe!utit)e 9laumbiSs 
!retum, als logifd^ unmöglid^ t)ertoorfen toirb. 

3m t)ierten Stbfdgnitte fd^Keglidg unterfud^en toir, inbem loir uns 
toieberum gang auf ben formellen @tanb))unft ber Beiben erflen ©tanb« 
pnnfit fteKen, bie Garage ber fogenannten äJlid^tigfeit beS JtontinuumS. 
SB&l^renb nun bie brei erften ^bfd^nitte unferer 9lb^anb(ung bie f^fte- 
matifd^e S)arfleIIung ber entfpred^enben Probleme erftreben, l^abe id^ 
midö in biefem legten Slbfd^nitte nur auf baS Slottoenbigfle befd6rftnlt, 
tnbcm td6 nur barauf l^intoeifen toollte, toie fid& baS ßontinuum^)ro- 
Blem gepaltet, toenn bie Iogif(%c SDlöglidöfeit ber lonfelutiüen ülaum« 
form gugelaffen toirb. 2Hs Sftefultat biefer SBemerlungen ergibt ftd6, 
bag baS Problem beS geometrifd^en JtontinuumS t)on bemjlenigen beS 
axitl^metifd^en flonttnuumS gu trennen ip unb ba§ ftd& baS erfiere 
Noblem bann teid^t löfen ligt, to&l^renb baS gn)eite nad^ tote t)or 
ungelöp bleibt. 



!♦ 



Äufp«H«n0 alter pvmtü mö^IidiB« Kaum- 

Unier bem fotmeK aJlögli^en Detflel^e i$ ]§tex (unb in bem Saufe 
ber Slbl^anblung überl^aupt) ba^ienige, n)QS geublgnltdö (unbere(igtigtet^ 
metfe) aU logif^ m&gUd^ bejeid^net toirb, b. ^ alleiS baSienige ifi 
formell ntögltd^, beffen allgemeine Sigenfdgaften in feinem unmittelbaren 
SBiberfprud^e mit fetner S>efinition als fold^er ftel^en. S)agegen ift 
bei mir nur baSjenige in ftrengem @inne aU logifd^ möglid^ a^ be- 
geidgnen, toaS au$ reell mSglidg ift, b. 1^. beffen Sigenfd^aften nic^t 
nur (Sigenfd^aften eines in SQSorten beftnierten ®eban!entt)efenS, fonbem 
aud^ (Sigenfd^aften eines in ber SQSirHi^Ieit beflel^enben (ref)). befleißen 
!önnenben) realen SßefenS finb. Ss l^ie^e aber fi$ in ben Streit 
Aber baS Sierl^&ItniS ber ßogi{ gur STletapl^^fi! xt\p. beS S)enIenS gur 
SBirfiid^feit einlaf[en, tooDten toir l^ier bie 99ered^ttgung biefeS Unter= 
fcbiebs nftl^er nadgmeifen. 3dg ertodl^ne benfelben nur, um ben @tanb- 
pnnU, auf ben i$ mid^ in bte[em ^bjd^nitt ber Slbl^anblung fleKe, 
gegen benienigen abgugrengen, ben idg in bem britten Slbfd^nitt ein« 
nehmen toerbe unb ben id^ in meinem oben ertoAl^nten metapl^^ftfij^« 
matl^ematifd^en SBerle eingenommen l^abe. ^ier in biefem ^bfd^nitte 
aber toitt id6 atte bie 9laumformen, bie fi(i&, formell genommen — 
formett in bem eben erllftrten ©inne — benfen laffen, feftjietten, ol^ne 
mid& in bie S^age nad6 i^^ci^ reellen (refp, logifd&en) SRögtid^Ieit cin= 
gulaf[en, bie bann aber in bem britten 9(bfd^nttte nur t)on einer be- 
fonberen Seite beleud^tet merben toirb, ba baS Übrige in bem oben 
erm&l^nten SBer!e fd^on ausgeffil^rt tourbe. 

SBenn toir uns nun nadg ben ®eftd^tS))un{ten umfel^en, benen 
gemä^ biefe SluffteQung ber formell mögltd^en Slaumformen gu er- 
folgen f^at, fo ift leidet eingufel^en, ba% biefe ®eftd^tS))un!te nur bie 
legten, aufeinanber nid^t gurttdEffll^rbaren @igenfdgaften beS 9laume0 
betreffen lönnen, mögen biefe mel^r formaler ober mel^r inl^altlid^ep 
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Statur fein. S)te formale Seite be$ 9laume8 befielet unb lann nur 
in feiner Ssijtengart liegen; bie inl^attlid^e @eite bedfelben bejiel^t fid& 
aber auf bie ^rt unb SBeife feiner ^[udbel^nung, b. 1^. barauf, toxt 
befd^affen unb in loaS fflr einem ä^erl^dltniiS feine Sludbel^nungSteile 
jueinanber fiel^en. 3n biefer festeren ^inftd^t befleißen enttoeber in 
bem 9taume !eine einfa$en Seile, ober tfi ftnb foI$e einfad^en Xeile, 
bie 9taum|)unlte, barin als beffen le^te SBeftanbteile ))or]^anben. 3m 
erften Of^Qe toerben bie einfa^en fünfte in bem Slaume blog gebaut, 
b. \). fie finb barin in rein fütiDer SBeife torl^anben, im aloeiten S^aQe 
bilben fie bagegen bie legten loirHid^en 93e^anbteile beSfelben. Ob 
ftftiD ober loirüid^ Dorl^anben, in iebem gfaDe l^aben bie einfallen 
$un{te im SRaume geioiffe grunb(egenbe SSerl^ftttniffe, nad& benen ftd^ 
berfelbe in Derfd^iebene ©runbformen f))altei (£nttt)eber ftnb bie ein- 
fad^en ^nlte, au$ benen ber 9taum befielet, alle Don einer \xnb ber» 
felben 9lrt, ober eS finb gtoei SIrten Don foldgen 9laumt)un{ten bor- 
i^anben: im erften Or^De ift gtoifd^en gioei $un!ten ftetS ein britter 
^un!i Don berfelben 9lrt Dorl^anben, im }tt)eiten O^lle bagegen l^aben 
mir fd^Heglidg smifdgen gtoeien fünften einer unb berfelben 9rt einen 
bajioifd^enliegenben $un{t Don anberer ^rt. Unb fd^Iie^Iid^ lann bie 
^rtiofjil ber $un!te im 9laume als eine unenblid^e ober als eine enb» 
lidge gebadet toerben. S)emgem&^ iß eS leidet einjufel^en, bag bie 
folgenben Dier ®efid^tS))unIte in erfd^öt)fenber Seife aQe bie über]^au:pt 
benibaren 9taumformen beftimmen: 

1. 9lad& bem ®efid^tS|)un!te ber Stealitit ift ein 9taum ent» 
toeber leer ober reell. Seer ift ber 9laum, toenn er ein befonbereS 
äßefen neben bem reellen @ein8in]^alt bebeutet (mag man ßd& ben» 
felben als ben obieltiDen abfoluten 9taum neben ber realen SOtaterie 
im Sinne 9lett)tonS ober als eine Slnfd^auung ä priori neben bem 
reeDen @mt)finbungSmaterial im @inne Kants ben!en^). 0leell ift ber 
9taum, loenn er mit bem realen SeinSinl^alt gufammenf&Qt b. 1^. 
loenn bie SluSbel^nung bie S3efd^affenl^eit biefeS realen SeinSinl^altS 
felbft ift («rijioteleS, ©eSlarteS, meine SWetapl^^fil* jc). 

2. 9lad6 bem ®eftd^tS))unIte ber Seilung (in ^unüe als toirl« 
lidge ober filtiDe 9laumbeftanbteile) ijt ein 9laum enttoeber !ontinuier' 
li(% ober bis!ret. Aontinuierlid^ l^eigt ein Staum, beffen (auSge» 

^ über bie reelle Unmöglid^teit eineB fold^en SlaumeS bergl. man meine 
^^xinixpnn ber SWetQt)l^^|if «. . . /, @. 168—171. 
» Ib. @. 171, 



6 (Erfler 2lbfc^nttt. 

bel^nte) Seile altueQ gar ntdgt t)ünetnanber getrennt ftnb, ber alfo 
aus tDtrlUd^ geteilten Zeilen (in le^ter Snjtang einfatfien fünften) 
nid^t befielet (fo tt)irb ber Staunt t>on 9lett)ton unb Don ber ü6er» 
loiegenben äJlel^rga^I ber SSertreter ber geltenben ®eometrie — in 
neueper Seit befonber« Don SJeronefe — aufgefafet).^ ®i8!ret l^ciftt 
ein Staunt, beffen (auSgebe^nte) Zeile toxxUii^ t)oneinanber getrennt 
jtnb, ber alfo au$ toirltid^en Zeilen unb in le^ter ^nftang au$ eim 
fadgen (unauSgebe^nten) unteilbaren fünften beftel^t (SSoIjano» Santor, 
meine ^etapl^^fif unb t>\tU l^eutigen ä^ertreter ber geltenben ®eomettie).^ 

3. 3laä) bem ®e{td^t8:pun!te ber Sequeu) ber einfa$en fünfte 
ifi ein Slauni enttoeber inlonfefutio ober !onfeIutiü. Snionfcfu« 
tit) l^eigt ein 9taunt, in beut jtoifd^en sttei $un!ten ftetS ein britter 
$un!t Don berfelben Slrt bajtt)if($enliegt (fo ift ber fontinuierlid^e 
Staunt ber geltenben ©eometrie unb ber bisirete SäoljanoS unb (S^an- 
torS inlonfelutib). Aonfefutit) l^eigt bagegen ein Staunt/ in bent in 
le^ter 3[n{tan3 gtoifd^en jtoei fünften fein britter $un!t me^r Don 
berfelben 9lrt bagtoif^enliegt (ber biSirete Staunt meiner ©eometrie 
ift ein foldger Staum, benn in bemfelben liegt gtoifd^en gtoei reellen 
3Jtittelpun!ten, bie ftdg miteinanber unmitelbar berill^ren, lein fold&er 
mel^r bajtDifd^en, ba ber bagkoifd^enliegenbe $unlt nid^t mel^r reell, 
fonbern irreell ifi). 

4. Stad^ bem ®eftd6tst)unlte ber 3<^^l (ber einfad^en fünfte) ift 
ein Staum enttoeber unenblidg ober enblid^. Unenblid^ l^eigt ein 
Staum, in bem eine unenblidge, enblidg, in bem eine enblid^e Slnjal^l 
Don fünften bejte^t (fo ift ber Staum ber geltenben ®eometrie un» 
enblidg, berjenige unferer neuen enblid^). 

fBon biefen Dier ®eftd^t8))unlten, benen gem&§ bie Sluffud^ung 
aEer fiberl^aupt benfbaren Staumformen ju erfolgen l^at, l^at bie bis^ 

^ ÜBet bie logifdge tef)>. reelle Uttmögltd^Iett eines fold^en ^Raumes ib. 
®. 231-244. 

> (Bfi t{t fel^t totd^tig, ben Unterf(|teb stoifd^en bett auSgebel^nten Steilen 
beS 9laume8 unb beffen unauSgebel^nten ZdUn, ben einfad^en fünften, gu 
ma^en, benn nur auf @runb biefed Unterfd^iebS laffen fl$ bie beiben folgenben 
@efid^t8punlte (®efl(^t9))un!t 3 unb 4) iDiberfprud^SloS aufffceUen, ba fte nur in 
begug auf bie einfa^en Steile, nid^t aber in begug auf bie auSgebel^nten, gelten. 
2)enn aud^ in etnetn in begug auf bie fünfte in!onfefutit)en IRaume finb bit 
auSgebel^nten Steile (s. S3. bie S^eilftredfen einet gangen ©trede) in le|ter 3n- 
ftang tonfefuti)) unb ebenfo !ann in einem 9laume bie S^V' ^er auSgebel^nten 
Steile (nad^ oben) enblii^ fein, toä^renb bie Slnga^I ber $unlte babei unenblid^ i% 
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l^ertge STlatl^entatil nur bett jtoetten, unb jtDor erfl in bet testen Seit, 
DoQ berfldftd^tigt, to&l^renb jte in bem britten unb t)ierten bis ie^t 
nur bie SOterlmale ber 2tn!onfe!ution unb ber Unenblidgleit berfid- 
fici&tigt, bagegen bie entgegengefe^ten 3SitdmaU ber Jtonfeiution unb 
ber Snblid^Ieit gau} auger ad^t geloffen unb in bem erften fafi au8- 
fd^Ueglid^ baS Snerfmal ber Seerl^eit in 93etrad^t gegogen. S)er Ie|te 
@runb biefeS Stid^tberttiiftd^tigenS fo funbamentaler 3ner!mate liegt 
in ber Stid^tberfidEftd^tigung beS bem le^tertoäl^nten entgegengefe^ten 
3Rer!mal8 ber 9tealit&t. S)enn loenn einmal bie aJlOglid^Ieit beS 
reellen StaumeS in äSetrad^t gegogen »irb, bann lAgt fid^ baS fSltxh 
mal ber 5Di8{retion t>on bem leeren auf ben reellen 9taum übertragen, 
bann aber l^inbert nid^ts, bie reellen ^n!te fid^ al8 Ionfe!utii)e gu 
ben!en (maS in bem leeren 9laume tt)egen ber Seerl^eit ber $un!te um 
mögtid^ gu fein fdgeint, ba bann ber gtt)ifdgen gtt)ei fold^en fünften 
liegenbe ^untt loieberum leer gu fein fd^eint, loSl^renb bei htm reetten 
9iaume bie beiben fonfe!utiDen fünfte einerfeits unb ber fte trennenbe 
,,Ieere'' !pun!t anbererfeits ol^ne toeiterS gtt)ei Derfd^iebene fünften- 
arten barfteOen), in toeldgem O^alle bann aud^ bie äJlbglid^Ieit ber enb^^ 
lid^en Slngal^I ber 9flaum))un!te leidet eingefel^en töirb* 

SDaB man aber baS 99ler!mal ber 9flealit&t in ber reinen SDlatJ^e» 
mati{ nid^t berfidEfid^tigen iDiK, Hegt nur an einem SOti^Derf^anbniS 
il^rer formalen Statur. 9)lan glaubt ndmlidg, burdg bie SBerfldEftd^ti* 
gung beS reellen 9laume8 gugleidg ben formalen 93oben ber reinen 
STlatl^emati! Derlaffen unb ftd^ auf ben 99oben ber matl^ematifdgen 
3)%eta))]^^fi! gefteOt gu l^aben. 2)ie8 ift aber ein Irrtum. S>enn bie 
reine Sllatl^emati! fann nidbt t)on ber allgemeinen StealitStSfrage beS 
StaumeS (ber (Jrage, ob ber Sftaum ein befonbere» „leere»" SBefen 
neben bem reeSen il^n erfüUenben ©einSin^atte barfteCt, ober mit 
biefem legieren — al8 beffen bloge formale DrbnungSform — gu- 
fammenfdUt) in bem @inne abtrainieren, bag fie fiber]nau))t !eine Sin» 
nal^me Aber beffen 9%ealitdt8art mad^t, fonbem nur in bem Sinne, 
ba§ fie fidg in bie 2)i8!uffion ber O^rage nad^ ber SBered^tigung einer 
t)on i^r ))orauSgefe^ten [Realit&tSart nidgt einlädt. 3{t bem aber fo, 
bann tfl eS inlonfequent, in ber reinen 3Jiatbemati! nur ben leeren 
[Raum al8 formeUe logifd^e 3Jt5glid6!eit gu berfidftd^tigen, loeil ba8 
Atn l^eigt, nur ein foldger fRanm fei audg in ber SBirllid^Ieit benl- 
bar, man ßeUt fid^ alfo nur befto entfdgiebener auf ben äSoben ber 
matl^ematifd^en (unb gttar einer beflimmten matl^ematifd^en) SReta- 
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plftf^t, ie ntel^r man nur ben (eeten Staunt als togifdge äRSgltd^Iett 
betont. ^öd^ßenS iSnnte man in bet reinen äJlatl^ematif Don ber 
Slealit&tsfrage be8 SlaumeS no$ in bem @inne abjira^ieren, ha% man 
leine beftimmte ^nnal^me in biefer ^inftdgi über ben Slaum madgt, 
nur barf man bann, xoxt fiefagt, nid^t aus ben Saugen verlieren, 
ha%, fobalb ber Staum ate befte^enb gebadet toerben \oU, berfelbe 
entioeber als reell ober als teer gu ben!en ift, benn beben!t man bteS 
nidgt, bann !ann man leidet }U bem falfc^en @d^ritt t)erleitet merben, 
bie bloge ^bjtraltion ber rein geometrif^en Seite beS StaumeS gu 
einer befonberen tRealitStSart beS StaumeS gu mad^en, in toeU^em OfaDe 
man bann gleid^fam gu einer ^leeren" 9taumform gtoeiter $oteng ge*« 
langen mürbe (in SDal^rl^eit ift aud^ bie ^leere" 9taumform erfter 
$oteng in erfter Stetige auf ftlgnlidge ^rt unb SBeife auS ber reetten 
entftanben). S)er Don uns in biefem ^bfd^nitte eingenommene @tanb- 
))un!t ifl bemnad6 eingig unb allein als ber loal^re formelle Staub» 
ifunft ber reinen SRatl^emati! gu begeidgnen, unb toir gelten nunmel^r 
bagu über, aus ben obigen Dier ®eftd^tS))un!ten aEe bie fiberl^aupt, 
b. 1^. aOe bie formell benibaren 9taumformen gu bebugieren. 

Um nad^ biefen Dier ©efidgtspuntten alle bie über]^au))t benibaren 
Slaumformen gu befiimmen, ift eS offenbar gunäd^fl nottoenbig feftgu- 
fteHen, in toaS für ä^erl^&Itniffen bie in biefen ®eftd^tS))un!ten ent» 
^altenen 9laum))ribi!ate gueinanber ftel^en, refp. toeldb^ t)on il^nen ftdg 
als ^räbüate eines unb beSfelben SlaumeS beulen laffen unb loeld^e 
nid^t. 2)ie tReil^enfoIge, in ber bieS gu gefd^el^en l^at, ergibt ftd^ un- 
mittelbar aus ber Steil^enfotge jener Dier ®efid6ts:t)unlte. 

S)ag ein 9laum, ber leer ift, lontinuierlid^ fein lann, ift ol^ne 
toetteteS Itar, ba ja feit jel^er bem leeren Slaume bie Sigenfd^aft ber 
ftrengen Kontinuität beigelegt toorben ift. Unb ebenfo ift eS llar, 
bag fid^ ein reeller S^laum als lontinuierlid^er Staum beulen Iftgt. 
2)a§ ftdg berfelbe aber aud^ als bislreter fRaum beulen lägt, mug man 
ebenfo gugeben, fobalb man einen fold^en Slaum fiberl^aupt als benlbar 
gulftgt. S)enn ber einfädle reelle $unlt, als ber le^te 99eftanbteil 
eines foldgen StaumeS, ift offenbar matl^ematifdg gang lool^l benlbar, 
ba er ja nur bas reale <(torreIatum ber einfad^en aritl^metifd^en @in- 
l^eit barfteQt, bereu S)enlbarleit niemanb in ^brebe toirb fteOen 
lönnen.^ ßftfet ftd& nun ber reelle 9laum bislret beulen, fo fielet nid^tS 



»gl. batübcr „^inixpim bct VttictpWt u.*, 8. 203 im 3ufammen« 
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im SBege, ft$ audg ben leeren SHaum afö einen bisireten gu ben!en, 
benn bet leere einfädle $un!t eines fold^en [Raumes ift aus bemfelben 
®runbe ben!6ar, aui( bem eS ber reeDe einfädle 9laumt)untt ift. 

2)ag ber leere 9laum, tt)enn er als !ontinuierIi$er gebadet tt)irb, 
}uglei$ in!onfeIutit) ift, folgt ol^ne toeitereS barauS, bag Aonfe!uiion 
notioenbigerioeife getrennte Seile DorauSfe^t, ein !ontinuierIidger 9laum 
bemnad^ nidgt !onfe!utiD fein lönne, alfo in!onfe!utit) fein mflffe, unb 
eS ift Uiiit eingufel^en, ba^ baSfelbe aväi fflr ben reeDen 9laum gilt, 
loenn er als !ontinuierlid&er geba(i^t tt)irb. S)a^ ber leere Staum 
aber, toenn er als bisireter gebaut \oixb, fomol^l !onfeIutit) als in« 
!onfeIutiü fein fann, l&gt fidg nid^t auf ben erften 99li(i einfel^en. 
S)enn auf ben erften 93li(i fd^eint eS, bag berfelbe nur inIonfe!utiü 
fein f5nne, ba ber gtDifd^en }toei Ionfe!uti)) DorauSgefe^ten leeren 
$un!ten nottoenbigertoeife liegenbe 3^ifdben))unlt U)ieberum nur leer 
fein 3U fönnen fd^eint unb bemnad^ jtoifd^en il^m unb ben beiben 
erften !Pun!ten toieberum leere 3toifd&enpun!te liegen mflffen ufu). 
in infinitum, fo bag ber leere bisirete Slaum nur als in!onfeIutit)er 
gebadet toerben gu Idnnen fdgeint. 2)em ift aber nid^t fo. 3)enn 
ber gtoei leere $unlte beS leeren Ionfefuti))en 0taumeS trennenbe 
3n)ifd^ent)un!t ifl nid^t mel^r als leer in bemfelben @inne gu beulen, 
in bem biefe le^teren als foldge gelten. SDie leeren Ißunfte beS leeren 
StaumeS finb nur in bem @inne leer }u nennen, bag fie le^te £eile 
beS reinen „leeren" SeinSinl^altS, beS eben eine befonbere tounber» 
bare „leere" SSir!lid&!eitSart barftellenben leeren 9laumeS finb, nid^t 
aber in bem @inne, ba§ fie fiber]^aut)t feinen loirflid^en SBert ref)). 
3n]^alt befi^en, in toeld^em QaUt fie ja mit bem abfoluten 9lid6tS 
ibentifd^ lo&ren unb baS abfolute Sflid^tS eben gar nidgtS ift, alfo 
aud^ nid^ts 9ftftumlid^eS barfteüen !ann. Sagegen finb bie „leeren" 
3tt)ifd&ent)unlte jloifd&en biefen „teeren" SDlttteH)unIten flberl^auDt mit 
feinem airflid^en ^n^alt mel^r erfflUt, fie finb in abfolutem @inne 
als S'Kd&tS gu betrad^ten, fie finb eben bloge SrennungSgrengen 
ber leeren 3Jlittel))unfte, fie bebeuten eben baS bloge unmittelbare 
SfuBereinanberfein ber nebeneinanber beftel^enben leeren einfad^en 
9Rittel|)unfte, finb alfo ein blogeS SBerl^&ltniS unb fein loirflid^er 
3n]^alt. SllS fold^e finb fie feine ?Punfte im eigentlid^en ©inne, fon« 

l^ang mit @. 138. aber bie allgemeine 9)lögTid^!eit beS einfad^en 9lQum|)unfteS 
f^ai tteffenbe HBemerlungen f&. Sluffel in beffen «Prindples of Mathematics», 
vol. I, 1908, gemad^t, 
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bent einfädle StaumbiflangeTt, bie il^rer geometrif^en Statut nad^ 
üon ben leeren 9JlitteIpun!ten eben toto genere Deifd^teben ftnb. 

2)iefer BaiSfl>txfiaU mitb nod^ Diel einleudgtenber bei bem reellen 
btdheten Flaume. S)er gttei teeOe, ftd^ unmittelbar miteinanber be- 
rfil^renbe 3JlitteI))un!te trennenbe 3toif<i&enpunft ifl nid^t „leer" in 
bemfelben @inne }u nennen, in bem bieiS \>on bem teeren äRittel^: 
))un!te beS leeren StaumeS na<i& bem Obigen gilt S)enn toSre er in 
biefem @inne leer, bann l^&tten »ir ^att beS reellen StaumeS, bei bem 
Staum unb 97laterie (@ein8in]^att) miteinanber sufammenfaKen, in 
äBal^rl^eit einen leeren 9taum, in bem bie bishete reelle ÜJlaterie 
lüdenlüS Verteilt \% ber irreeKe 3toif<i&en))un{t fann bemnad^ in bem 
reellen Staume nur aU abfoluted 9lid^tS betrad^tet loerben, baS gar 
leinen SSirKid^IeitSinl^alt irgenbeiner Slrt barfleEt. 3fl bem nun 
aber bei bem reellen Slaume fo, bann ifl eS flar, ba§ basfelbe aud& 
fAr ben teeren !onfe!utiüen Staum gitt, bag atfo unfer obiger 9lad&- 
loeiS ber 9R5gti(i^!eit beSfetben auf äBal^rl^eit berul^t. 

SSie man alfo l^ierauS fielet, ifl ein !onfe!utit)er bisfoeter Staum 
gar nid^t fo unmögtid^, n)ie baS geioöl^ntid^ l^ingefteDt nirb. 3d& 
toiU mxäi l^ier nidgt nftl^er in bie S>is!uffion feiner togifdgen SJlbg- 
tidgleit l^ineintaffen, tDiD aber auSbrfldEtid^ l^erDorl^eben, ba^ bie ©runb- 
fd&tt)ierig!eit, bie in bem ^Begriffe beS bisheten Ionfe{uti))en StaumeS 
tiegt — bafe nftmttd6 ber irreeffe 3totfd5cn})unlt eine teere einfädle nid&t» 
feicnbeßfldfe barfteHt — , rein metapl^^fifd&erSlatur ifi unb bie aff= 
gemeine matl^ematifd^e !Dl5gtid^Ieit beSfetben gar nid^t tangiert 
®enn obgteid^ ber irreeKe 3toifd&en))unft, ber gtoifd^en gtoeien 9RitteI= 
puniten eines f oldgen Flaumes tiegt, auf ®runb tieferer togifd^er ©rfinbe 
nottoenbigettt)eife ats eine teere, einfädle, nid^tf eienbe SädEe betrad^- 
tet toerben muffe, fo finb bod6 alte biefe Orttnbe fd&tiefetid^ rein meta» 
pl^^fifdger 9latur, bie man beSl^atb getten taffen lann, aber ebenfogut 
bejireiten lann.^ S)amit ift aber bie allgemeine togifd^e 9]l5gtid^!eit 

^ 2)te @ntnbf(!^tt)teng!eit, bie in bem ^Begriffe beS biSftetett !onfe!utiDen 
SRaume« liegt, ba^ bct irreette 3toifd^etH)untt in bemfelBen nftmlid^ nottocnbiger« 
toeife eine leere einfädle nid^tfeienbe Sftde batfieHen mvi% ijl offenbar rein mtta» 
t)]^^flfd6er 9latur. ^enn nur tomn man bel§au)>tet (ügl. loeiter im S^e^te), ba^ 
5tt)ei fünfte fld^ ni^t abfolut unmittelbar miteinanber ber&l^ren !5nnen, ol^ne 
miteinanber sufammensufaüen, ift biefe ©d^toierigleit borl^anben, biefe SBe» 
]^au))tung iß aber eine au8 bem legten S!Befen be8$un!teS fi$ ergebenbe, alfo 
meta^b^ftf^er 9lrt. STlan t)ergl. fiber bie obige @runbfd^)oierig!eit »^nst4)ten 
ber !metQt)b^fif w/, ©. 255-256. 
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be§ bts!reten !onfe!utt))en 9%autneS gar nid^t in Sfrage gefleQt, toit 
xäi bteS l^iet ttad^toetfen miD. 

Slfö §Qm)t9runb fflr btc SBel^auiJtung , ber irreelle 3toif(ä&en= 
pVLXiit bc8 fonfcfutiöen 3lauTne8 muffe eine leere, einfädle, nid^tfeienbe 
ßflcfe batfieöen — bie aU fold&e nottoenbigertoeife bnrift Befonbere 
au^erl^alb biefeS 9flaumeS Kegenbe reelle $un!te, bie reeQen 9legation8= 
afte, erfüllt »erben mu6 — , l^obc id6 in meinem SBerfe bie 3lüU 
iDenbigfeit, ba^ il&re ©röfee in geometrifd^em ©inne == 1 fein mflffe, 
ongefül^ri 3n meinem ?luffa^e ,,tlber bie ©röfee ber unmittelbaren 
93erü]§rung gioeter fünfte. Sdeitrag 2ur SBegrflnbung ber bislreten 
©eometrie" ^ ^abe id^ bann für biefe te^tere 93e]§au))tung unb bamit im 
birelt für bie erftere als $au))tgrunb angefül^rt, ba^, toenn bie ®röge 
ber unmittelbaren Serül^rung gtoeier SDlittelt^unÖe = ti)4re, bann 
biefe le^teren fid^ nottoenbigeriDeife aU ©anje miteinanber Berühren unb 
bemnad^ miteinanber gufammenfaKen müßten. 3Slan !ann nun fotDol^I 
biefen Unteren ®runb unferer grunbtegenben SBe]^au))tung, ba^ bie ®r9ge 
beiS ineellen ^nlteS in geometrifd^em Sinne = 1, bagegen bie ®röge 
beS reellen (refl). ,;Ieeren") 5Pun!te8 im biölreten IonfeIutit)en JRaume in 
gcometrifd^em ©inne = fein muffe, Bejlretten, toie bie oBige Qfolgerung 
aus ber Ie|teren, bag n&mlidg ber irreelle 3tfifd^enpun!t eine teere, 
einfädle, nid^tfeienbe SfldEe barfteKt. S)enn man !ann Be]^au))ten, bag 
3tt)ei reelle fünfte, aud^ menn fie ftd6 aBfoIut unmittelBar Berfll^ren, 
b. 1^. tt)enn ber irreelle 3tt)ifd&en))unlt gtoifd^en il^nen in aBfolutem 
©inne gar nid&ts ifl, bod5 jwei foldöe BleiBen !önnen, bafe Re fid6 
todffl aU ®anae miteinanber Berül^ren (ba Bei fünften nur eine fold^e 
^rt unb äBeife ber SBerül^rung ben!Bar ift), bodg aber augereinanber 
BleiBen, unb bemnad^ biftinße 9taumt)unlte fein I5nnen.^ S)a8 ifl 
bas (Erfte. Streitens aber !ann, oBgleidg auf biefe SSeife ber ineeKe 
3n)ifd&enpunlt in qualitativem ©inne aBfoIuteS 9Hd6t8 ifi (b. 1^. feine 
leere, einfädle, nid^tfeienbe ßfldfe barfiellt), bod6 feine geomctrifd^e 
©röfee ganj gut = 1 fein. Unb gtoar folgt bieS 3toeite un- 
mittelbar aus bem (Srften. S)enn fe^t man einmal t)orauS^ ba| 

* erfd^. ttt OPtoalbS „SCnnaten ber ^latur^^üofo^l^ie*, IV. 255., 2. §. 

^ 3n biefem Sfalte mügte man enttoeber bie SJlöglt^fett ber intenflüen 
Ouantitdt Befheiten, ba man bann für 3tt)ei ^ßunlte, bie ftd^ miteinanber un« 
mittelbar berül^ren, nottoenbigertoeife bel^aupten mfiitt, ba^ fte audeinanber 
finb, ober man mü^te für bie an einem unb bemfelBen 9laumorte fid^ beftnben« 
ben einanber burd^bringenben 9laum))unlte be]^au))ten, fte berül^ren fld^ mitein- 
anber nid^t. 



12 (Er^ 2U»f(^ntii. 

}iDei 9ltttel))un!te, aud^ loenn jte ftd^ ht aBfoIutem @htne unmiitel" 
bat tntteinanber berfll^tenS gtoei bifttn!te 9lauin))ttn!te ftnb, fo ifi 
bamit eo ipso gefügt, ba% aud^ bie geotnetrifd^e @r5ge beS irreeHen 
3totf(6en))unfte6 = 1 ift, ba bann ber irreelle 3tDtfdM)>un{t eben 
bie einfad^ße Staumbi^att} gtoeier SRittelpunlte barfleHt unb in 
biefem Sinne bie Sinl^eit biefer Siftanj x% @o roit bie ®r5§e be$ 
SlittelpnnfteS, tro|bem ba% feine (Bröge in qttQUtatit>em Sinne = 1 
ifl, in geomeirifdgem Sinne = betr&gt, »eil ber 9]'HtteU>un{t als 
fold^er nod^ feinen 9tanm barfiellt, fonbem ber 9taum erfl mit bent 
Slugereinanber jtoeier fold^er gegeben ifl, ebenfo mug nmgdEel^rt 
bie ®r5ge beS irreeHen 3tt)tfd^n))un!te8 in geometrifd^em Sinne = 1 
gefegt loerben, loeit berfelbe eben bie S^tenfiDn, bie 2)ißan}, baS 
9l&untUd^e be8 !onfe!utiDen SlaumeS barfteOt, obgleid^ beffen ®t&ge 
in qualitatiDem Sinne = ift.* So alfo bietet ber Segriff beS 
fonfefutiDen bid!reten ätaumeS auf bem Stanb))un!te ber formellen 
9}}at]^ematit ben loir ]§ier einnel^men, gar !eine logifd^en Sd^loierig« 
!eiten unb ifl in bemfelben Sinne aU togifd^e SRöglid^Ieit }u be» 
tradgten, in bem bte$ Don ben Don ber 9Jlatl§emati! bisl^er einjtg 
unb allein al8 »logif^e" 90%ögKd6!eiten jugetaffenen Staumformen beS 
tnfonfe!utiDen fontinuierlid^en unb bi8!reten 9laume$ gilt. S)er bis- 
frete SKatl^ematüer (b. 1^. ber Vertreter beS !onfeIutiDen bistreten 
9taumeS) brandet fid^ alfo um bie testen logifdgen Sd^loierig!eiten beS 
^Begriffs beS btS!reten fonfe!utiüen StaumeS ebenfoioenig ju !flmmern^, 

1 3n aBfoIutem 6inne ftd^ betül^ren, ^et|t ft^ fo betül^ten, bai eS gar 
feine nid^tfeienbe Sude gibt, bie bie ftd^ betftl^tenben fünfte t)oneinanber trennte. 
3n btefem @inne müßten ftd^ bie tealen iRegationS^untte mit ben entf))red^enben 
maum^unften, bie fie trennen, berül^ren. STlan üetgl. barübet ,$rin)i))ien ber 
3netal)l^^fil k'., @. 271-273. 

« Man öergt batüber „!Pringit)ien ber aJletart^fi! ic/, 6. 251— 253* 
' Unb bieS um fo to)eniger, ha, toit gefagt, biefe @(^toierig!eiten rein meta» 
))]^^ftf(!^er 9latur ftnb. !Olan fönnte n&mlid^ gang gut bel^aupten, ba^ gtoei reale 
$unlte, aud^ toenn fte ft($ abfolut unmittelbar miteinanber berül^ren, nid^t 
rftumlid^ SufammenfaHen Serben, benn totnn bieg fftr sttiei 9laum))un!te gälte, 
mfiiit ed mit bemfelben Siedete au(^ für htn realen 9legationSaft einerfeitd 
unb ieben einseinen ber stoei burd^ il^n getrennten SRaum^untte gelten. 9(18 
a7leta)>]^^filer l^alte id^ aber bod^ an meiner urfprünglid^en ^t^arüptunq feft, bag 
ber irreeUe 3^if<$^n^unft eine leere einfädle nid^tfeienbe Sude barftellt, bie nur 
burd^ bie S3orauSfe|ung be8 realen 9legation8a!teS als fold^e reeU befleißen !ann, 
inbem id^ aloar anerlenne, bag s^^i fünfte, bie ftd^ abfolut unmittelbar mit» 
einanber berül^ren, tool^l nid^t in r&umlid^em Sinne miteinanber gufammenfaHen, 
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iDte {t(i& ber lotttinuterlid^e STlatl^ematiler (b. 1^. ber S^ertreter beS in- 
lonfelttttDen lontinuierltdgen unb btjs!reten StautneS — man t)etgt Aber 
btefe SluSbrfide aud^ ben iXotUtn Slbfdgttitt) um bie legten togifd^en 
©d^tDietigfeiten ber t)on il^m t)orau8ge[e^ten9laumfoxmennid6t!ttmmeri^ 
äBad fd^ttegltd^ baS ä^erl^ältntS ber ^rdbtlate beS Unenblid^en 
unb beS Snbltd^en gum leeren ober reellen 9laume unb ju ben übrigen 
^rftbilaten betrifft, fo tftgt fid^ leidet einfel^en, ba^ \o\do^I ber leere 
toxt ber reeUe 9laum foiool^t unenblidg tote enbUd^ gebadet toerben 
lönnen. (Sin !ontinuierKd^er 9laum mu^ nun nottDenbigertoetfe un* 
enblid^ fein, toeil er ia nottoenbigermeife infonfelutiD unb ber in!on- 
fe!utit)e 0laum nottoenbigerkoeife unenblid^ fein mflffe (benn eS ift in 
einem foldgen Flaume gtoifd^en gtoei fünften immer ein britter unb 

b. ]§. auSeinanber ftnb (benn fonft fönnte ber 9legationda!t nid^t augerl^alb 
ber realen 9laum))unlte fein), anbererfeitd toieber bin' i^ (oliS SJletapl^^füeT) 
nod^ immer ber SO'leinung, ba^ stoei fold^e fünfte feine räumlid^e Streife 
bilben tonnen, toeil biefe nottoenbigertoeife eine bejtimmte 9li(^tung bar« 
fieUt, bie einfa^en fünfte aber, loenn fte M ol^ ©anje berühren, offenbar 
feine berfd^iebenen Seiten unb Iflid^tungen in besug aufeinanber l^aben fdnnen, 
il^r SCu^ereinanberfein alfo als ein gans unräumlid^eS gebadet tDetben mug. 
9Bie man aber l^ierauS fielet, finb aUe biefe ®rünbe unb ©egengrünbe rein 
meta))]^^jtfd^er SCrt unb tangieren bie allgemeine matl^ematifd^e SDlöglid^feit beS 
fonfefutit)en ^iSfretumS gar ni^t. 

1 ^enn bie legten logifd^en 6d^tt)ierigfeiten biefer leiteten S3egtiffe ftnb 
mit nid^ten fleiner als biejenigen beS fonfefutit^en S)iSfretum8* äBenn man in 
htm rftumlid^en Hugereinanberfein stoeier fid^ berül^renben fünfte einen un« 
mittelbaren Söiberfprud^ flnbet, fo fann man in bem ^Begriffe eines auS un« 
getrennten Steilen beftel^enben 9laumeS ebenfo einen unmittelbaren SBiber« 
f|)rud^ ftnben, ba ungetrennt unb au^ereinanber minbeftenS in eben bemfelben 
®rabe einanber auSfd^Iie^en, toie bieS für baS @id^*8erü^ren unb ^Cu^ereinanber« 
fein gelten fott. Unb ein analoger aßiberf<)rud^ W fld& in bem ^Begriffe beS 
aus einfad^en fünften befiel^enben infonfefutit)en IRaumeS ftnben: benn einfädle 
!ßunfte k)orauSfeten, bie reell beftel^en, unb bie fld^ bod^ nid^t unmittelbar 
miteinanber berül^ren, fonbern immer itoti t)on benfelben burd^ einen britten 
baatDifd^enliegenben getrennt ftnb, l^eigt baS nid^t einen nod§ größeren SBiber- 
f})rudj ftatuieren, als eS biejenigen ber beiben erften Sfätte finb? S)enn bie ein« 
fad^en fünfte, bie reeH, b. 1^. getrennt t)oneinanber im Slaume befleißen unb bieS 
bod| nur burd^ bie bagtoifd^enliegenben fünfte tun, fol^e einfad^en fünfte 
finb in SBal^rl^eit gar nid^t t)oneinanber getrennt, benn fie finb immer loieberum 
burd^ fünfte getrennt, bie loieberum burd| fünfte getrennt fein follen uflo. 
in infinitam, )oaS offenbar einen logifd^en progressus in inflnitum bebeutet, 
alfo einen S&iberft)rudb. 9Bie man alf o fielet, finb bie legten logifd^en @d^tt)ierig« 
feiten aller brei grunblegenben IRaumformen minbeftenS gleid^ f^ioer. 
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€rfler ^h^dfniü. 



bemnadg eine unenbltd^e SJlenge ))on ^uttlten t)ot]§anben). €tn bis» 
hetet 9laum !ann bagegen fotool^I unenblt^ toie enblid^ gebadet 
loetben: koenn er tnlonfeluttD ifi, bann tfl er nottoenbigerioeife unenb^ 
Ixäi, toenn er aber Ionfe!uttt) tfl, bann fann er offenbar fotool^I un« 
enblt$ lote enbttd^ fein, ba man ftdg eine enbttd^e Slngal^I Oon !onfe- 
lutioen fünften gan} ebenfo ben!en !ann, toie ntan ftd^ eine unenblid^e 
Slnaal^I Oon foldgen (formell) benlen lann. 

SEBir iDoIIen nunmel^r bie gewonnenen Stefnltate über baS ä^er- 
l^dliniS ber möglid^en $r&bi!ate eines 9taumeS in fotgenben aii^t 
©dgemen anfd^autiii^ barfieSen* 

1. ber Seilung fa) !ontinuierIid& . . 
nad& \b) bisfret '^^" 

2. ber Sequena Ja) in{onfe!utiO . .^ 
na(i& \h) lonfelutiD 

1* ber SLeilung /a) !ontinuierIi$ 
nadg 



I. 2)er leere Slaum 
fann 



etn 



fein. 



n. ffier reelle JRaurn 
fann 



fa) fontinuierlid^ . . 
\b) bisfret '"" 



2. ber ©equenj fa) infonfefutio 






nad& \b) fonfefutit) 
a) unenblid^ 



fein 



3. ber Sal^I no*|J) enbfi«^^ ^^*"- 



fl. ber giealitftt fa) leer 



m. S)er fontinuiers 
lid^e Slaum fann 



nad^ 



jb) 



reell 



fein 



rV.S)erbi8frete3laum 
fann 



2. berSequenaf i„i,nfefutiMein 

nad& \ 

3. ber 3a]^l na$ unenblid^ fein. 

1. ber Jftealitftt fa) leer . . 

nad& \b) reell '^^" 

2. ber ©equena fa) infonfefutiö 

nad& |b) fonfefutio 



fein 



3. berSö^lnadft 



fa) unetiblii 
\h) enbiic^ 



fein. 



2IttffleIInn$ aütv formeH mögltc^en Hanmformen. 
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V. ®er tnIonfcIutit)c 
9laum lann 



fl. ber ^talH&i 
na$ 

2. ber Seiluttg 



fa) leer . , 
{b) «eil ^"" 

fa) lonttnuierli 
\b) bisiret 



« 



fein 



3. ber 3cil&I na$ unenbltd^ fein 

1. ber Stealitftt fa) leer . . 
naift ^b) reell '^^ 



VL 2)er Iottfe!utit)e 
9laum lann 



2. ber Stellung 

na$ 

3. ber Sd^l nad^ 



bisiret fein 



{ 

fa) unenbli 
\h) enbUd& 



« 



fein, 



1. ber SlealttÄt fa) leer 



Vn. 3)er unenbliti^e 
9laum lann 



fein 



nadö \h) reell 

2. ber Teilung Ja) fontinuierliift j^. 

na(6 |b) bisiret 

3. ber @equen3 fa) in!onfeIutiD 



fein 



juena fa) i 
nad& \h) ! 



!onfe!utit) 



1. ber Jftealitat Ja) leer . . 
nadö \h) reell '^^" 



fein. 



Vni. S)er enbli*e 
Slaum !ann 



2. ber % 



3. ber ©eq 



etlung f 
na(i^ \ 

ucnaf Ion 



bisiret fein 



fefutiu fein. 



SuS biefen ©dienten folgt nun ol^ne tüettereS, ba^ nur folgenbe 
ad^t 9tauntformen als formell m&gli(i^ gugulaffen finb: 

I. ®er 3laum !ann 1. leer, 2. !ontinuierlid&, 3. inlonfe^ 

!uttt) unb 4. unenbli (i^ fein, 
n. S)er 3laum fann 1. reell, 2. !ontinuierlid&, 3. infonfe^ 
lutit) unb 4. unenblid^ fein. 
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ni. ®er Sloum !onn 1. leer, 2. biöltet, 3. inlonfefutiö 

unb 4. unenblid^ fein. 
IV. S)eT 9laum lam 1. reell, 2. btSftet, 3. infonfefutit) 

unb 4. unenbli^ fein. 
V. 2)er Staunt !ann 1. teer, 2. bitfret, 3. !onfefutiD unb 

4. unenbUd^ fein. 
VI. 2)er Slaum fonn 1. reetl, 2. bisiret, 3. fonfefutiD unb 

4. unenblid^ fein. 
Vn. ©er Slaum !ann 1. leer, 2. bisfret, 3. fonfelutiD unb 

4. enblicig fein. 
Vin. 2)er Staunt !ann 1. reell, 2. bisiret, 3. fonfe!uti)) unb 
4. enblicig fein. 
SBie man alfo fielet, ]^a6en tt)ir unter biefen acigt formell mSg- 
lid^en Slaumformen Dier leere unb t)ier reeOe, gioei lontinuierlid^e 
unb fed^S bistrete, Dier inlonfelutiDe unb t)ier IonfeIutit)e unb fd^lieg- 
li4 fec^iS unenblid^e unb gtoei enbltdgc Staumformen. S)ie erfie unb 
bie ad^te 6ilben DoÜflinbige ©egenfi^e gueinanber, ba iebet $räbi!at 
ber einen ba8 bireüe Gegenteil beS entfpreij&enben ^räbilatS ber am 
beren iß, todl^renb bie fibrigen fedgiS ÜbergangSformen giDifdg^tt bxt\tn 
beiben S^tremen barfleOen. @o toid^tig nun bie ^ribüate bed Seeren 
unb beS SleeOen aud^ jtnb (inSbefonbere to&xm fte bted im gfaDe, tt)enn 
bie logifdge refp. reelle 3Röglid^Ieit ber obigen Slaumformen in tixa^t 
ftflnbe), fo fönnen mir fie bod^ in ber folgenben 93etrad^tung ber 
ßinfad^l^eit l^alber auSlaffen, ba fie mit aQen übtigen ^ribilaten 
ol^ne SuSnal^me unb jebeS Don il^nen in gleid^er SBeife !ombiniert 
tt)erben I5nnen, fo ba^, tt)enn im folgenben Don irgenbeiner burd^ bie 
fibrigen ^räbilate d^aralterifterten Staumform bie Siebe ift, man ein 
fflr aQemal beffen eingeben! fein mug, ba^ eine foldge ftets entoeber 
als leer ober als reed gu beulen ijt. SS bleiben alfo fflr bie nadg= 
folgenbe SSetrad^tung nur bie brei flbrigen ®eftd^tS))un!te maggebenb 
unb Don ben ad^t obigen Slaumformen Derbleiben alfo nur Dier flbrig, 
bie gu berfidfid^tigen finb. 

SQSenn toir nun babei Don bem ®eftd^tS))un!te ber Seilung als 
bem maggebenben auSgel^en, fo l^aben toir unter biefen Dier Staum» 
formen nur eine !ontinuierlid^e, toft^renb bie flbrigen brei bishet 
finb. Unter biefen Dier Slaumformen l^aben toir alfo 1. ein in» 
!onfe!utiDe8 unenblid^eS Jlontinuum; 2. ein inlonfelutiDed 
unenblid^eS S)iSlretum; 3. ein lonfelutiDeS unenblid^eS 
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©tSfretum unb 4. ein fonfe!uttt)eS enblid^eS ©isfretum. 
Sie btSl^ertae SUlatl^ematif l^at oHctn bie beiben crfien als bte formell 
mbgfiä^tn in S3etta($t m^i^^ unb bisfutiett, bie beiben anbeten 
bagegen l^at fie gar nid^t bcrfid ftdötigt, oBgleid^ fie, tt)ie man aus beut 
obigen erftel^t, bod& ganj ebenfo formell möglid^ finb.^ Sag g5er= 
fdumte njoHen toir nun in bem nftiä^ftcn jtoeiten Slbfd6nittc unferer 
Slbl^anblung nod^l^olen, inbem loir barin bie geometrifd&e ©truftur 
all biefer öerfd&iebenen 9iaumformen unterfud^en »erben. 

* Söcnn bie Iogt|d§e JUlbglii^Ieit biefer t)ier formell möglid^en S^laumformcn 
in t^rage fommt, bann toirb ber @treit barüber in folgenbem @(^ema feinen 
abäqnate^en ^uSbrnd finben: 

S)er 9lonm ip 

fontinuierlid^ bisfret 



intonfcintit) lonfcfutit) 



nnenblid^ enblid§. 

@S toirb fi4 alfo junä^ft barum l^anbeln }u entfd^eiben, ob ber 9laum 
fontinnierlid^ ober bigfret i% SP w bisftet, bann toirb e8 fld^ barnm l^anbeln 
5U entfd^eiben, ob berfelbe infonfetutio ober !onfe!utit) su ben!en ift; unb fd^Iieg» 
lid^, toenn fonfefutiö, ob unenblid^ ober enblid§. Sm nftdjften Stbf(|nitte toerben 
bie für biefe Slaumformen geltenben ©eometrien jur S)arftettung tommen. 



^tixonit\)it&,%U t^pifd^en (Seomettien. 







9» fttfti fffipifiJ^ ISia nmfütmt n müf (Btmntttisn 
im)> tite gxmattxi^^t $tntftfut; Ine« imenbliil^n 



2>ag bte erße unb bie Diette üon ben oBtgeti Dier Staumfoimen 
als DoIIßdnbige @egenfä^e ntd^t eine unb biefeKe geometrifd^e @tntltur 
refp. eine unb biefelbe Geometrie l^aben fSnnen, ifl ol^ne iDeiteieS Kar. 
2)enn ber Staunt bei etilen Staumform ifl als abfolutes Aontinuum 
ttVDaS, toai als (SanjeS feinen Zeilen DorauSgel^t, maS nid^t aus ben 
Zeilen entfielet refp. gufammengefe^t metben !ann, Dielmel^r ftnb bie 
einjelnen Stauntteile in einem fold^en 9taume nur als (fUUDe) @in= 
f(^r&n!ungen beS einen ganjen 9laumeS benibar: ein fold^er 9taum 
ifi ein Zo tum, !ein Aompofitum. 2)agegen ift ber 9taum ber 
Dierten Staumform ettoaS, toaS aus ber Sufammenfttgung auS feinen 
einfaAen Zeilen, ben 9laum^un!ten, entfielet, l^ier gelten alfo bie Zeile 
bem (Sangen DorauS: ein fold^er Slaum ift alfo ein ßom})ofitum; 
!ein Zotum. ^uS biefem ©egenfa^e folgt mit einleud^tenber 9lot= 
menbigleit, ba^ fidg in bem lontinuierlid^en Zotum alle geometrifd^en 
Ofiguren (Figuren im affgemeinften ©inne eines 3laumgeBilbeS über= 
l^aupt öerfianben) beulen laffen, bie überl&aupt benfbar finb, bagegcn 
werben in bem bislreten enblid^en fiompofitum offenbar nur bie= 
ienigen geometrifd&en Figuren fid6 ben!en laffcn, bie aus ber 3u= 
fammenfügung t)on einfad^en 9flaum:punlten, bie fid5 unmittelbar 
miteinanber berül^ren (refp. Ionfe!utiö ftnb), entftel^ett lönnen. Safe 
ftd^ auf biefe äBeife nid^t aUe bie über]^au))t benibaren geometrifd^en 
Figuren erjeugen taffen, ba^ öiclmel^r nur eine ftufecrft befd6ränfte 
Slnjal^l t)on fold6en als m5glid& jurßdCbleibt/ l&aBe id& an einer anbcren 
©teile ftrengc matl§ematifd6 gegeigt^ unb toiU l^ier nur bie ^anpU 

^ 3n meinem oben ertoäl^nten SSerfe „^rinaipicn ber SDletttpl^^fi! w/ unb 
in86efonbere in htm bie f^ftematifd&e S)arftettung ber bigfreten ©eometrie (über 
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tefultate, bte ftd^ mir in biefet ^inftd^t ergaben, l^ier mitteilen. 3n 
bem enbUc^en SiSfrctum finb: 

I. aQe Irummen gecmettifd^en t^iguren auSgefd^Ioffen.^ 

IL 93on ben gerabUnigen (Figuren jtnb: 

1. bie unregelmäßigen in ))otentienem @inne atU m5g- 
lid^, in aituellem @inne l^Sngt il^re 9)löglid^!eit Don berSlngal^t 
ber 9laumpun!te beS gegebenen biiSireten 0laumeS ab'; 

2. Don ben regelmdfeigcn: 

a) in bem gioeibimenfionalen 0laume: a. aU einfaij^e nur 
baS SDreied, ba§ Ouabrat, unb baS Se^iSed^; b. ate ju- 
fammengefe^te nur baS S)reie({, baS Ouabrat, ba$ ©ed^Sed 
unb baS S^bl\td möglid^, aQe anberen unmöglid^^; 

ß) in bem breibimenfionalen 9laume: a) aU einfa$e bas 
Setraeber, ba^ ^ejaeber unb baS Dttaeber*; b) aU jufam» 
mengefe^te nur baS ^e^aeber mfigUd^, bie anberen bagegen 
unmögUdS*; 

t) in bem Dierbimenfionalen 9laume: a) ate einfädle ba« 
fJJentaeber, baS DItaebroib, baS ^ejabefa — unb ba8 3!ofa« 
ietraebroib^; b) ate jufammengefe|te nur baö DJtaebroib mög« 
Ud&, bie anberen bagegen unmögUift^; 

8) in bem nsbimenfionalen Slaumc: a) ate einfädle baS 
n + 1— (h.'i). baS bem 5Pentaeber) unb baS 2n — (b. l^. baf^ bem 



biefen Slugbrud t)etgl. toeiter unten) entl^altenben SCnl^ang „C^Ietnente ber neuen 
@eontettte'. S^ toetbe im folgenben Don nun an beibe getrennt' gitteren unb 
jwar i,?Prtnsi|)ien ber 2Dleta|)]^^flI* aU ^$r. b. SÄ/ unb .Elemente ber neuen 
©eometrie* als „(SX, b. n. ®/. 3^ bemerfe sugleid^, bafe bie ^aginierung ber 
beiben in bem SDßetfe nid^t getrennt tourbe. 

1 .?Pr. b. aJl/, ©. 278, 9, unb im Sufammenl^ange bamit ©. 305, 6. 

2 S)iefer ©a^ ifl nirgenbs au8btüdlid§ auSgefprod^en, ift aber eine un» 
mittelbare Sfolge ber lBe]^rfä|e 11 unb 13 im erften ^bfd^nitt beS erften SletlS 
ber ,61. b. n. ©/ (bergt ©. 353—355 unb inSbcfonbere bie Unmerlung jum 
J8e]^rfa|e 11, @. 353). S)ie S^atfaiä^e ber unregclmäfeigen 3figuren ifl übrigen« 
in S)ef . 58 (ib. ©. 344) inbegriffen. SBaS l^ier für ben ätoeibimenflonalen 9laum 
gilt, läfet ft<% lci<ä^t auf ben brei*, bier« unb ben n-bimenfionalen übertragen. 

» „ei. b. n. ©/, ©. 351. - 4 ,(5I. b. n. ©/, ©. 382-385. 
5 „®L b. n. @.\ ©. 412. - « „ei. b. n. ©.^ ©. 420. 
7 „et b. n. ©.«, @. 437. — 8 ,@L b. n. ®.^ @. 444. 

2* 
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^esabefoebtotb xt\p. bem Oftaeber entfpred^enbe) @ebilbe tnöglid^^; 
b) als }ttfainmengefe$te ftnb bagegen !etne tnelgr tnSglid^.^ 

SBie man l^ierauS fielet, tfl ber bisirete enbltd^e 9tautn Diel ftitner 
an geometrifd^en Sfiguren als ber lontinuierltd^e unenblid^e. S>a ftd^ 
nun ein einf ad^erer 9llaunt, ate e8 berjlemge i% bet btiSfret unb 3u= 
gletd^ enbttd^ tfl, nid^t benlen Iftgi unb ba ft$ ein Slaum, ber in- 
f ammengefe^ter b. ^. an geometrifd^em 3nl^att reid^er iD&re, als e§ 
berjenige i% ber lontinuierltd^ unb unenblidg i^, nid^t ben!en lögt, 
fo ftnb biefe beiben 9tdunte offenbar bie t^pifd^en ^taumfornien 
unb bie i^nen entf))red6enben (Seontetrien fieSen t4))if d^e ®eontetrien 
bar. S)ag nun biefe (Geometrien nid^t nur in bem Sinne t^))ifd& 
ftnb, bag fte (Geometrien Don itoti gang eigenartigen einanber ent= 
gegengefe|ten unb flberl^aupt extremen Staumformen barßellen, fonbem 
ba§ ft? bieS aud^ in einem anberen ertoeiterten Sinne ftnb, b. !§. aud& 
in bem Sinne, bag ffir lebe mbglid^e Staumform eine biefer beiben 
(Geometrien gelten mu§, bieS gu geigen i^ bie eigentlid^e 9[ufgabe 
biefeS gleiten Slbfd^nttteS unferer Slb^anblung. S)a es nun auger biefen 
beiben extremen ^laumformen nur nodg gtoei fold^e gibt, bie gugleid^ 
Übergangsformen gtoifd^en il^nen barfteKen unb ba iebe biefer beiben 
9laumformen ein unenblid^eS S)is!retum barßeüt, fo lann man aud^ 
fagen, bag bie Unterfud^ung ber geometrifd^en Strultur beS unenblid^en 
SiSiretumS bie eigentlid^e Slufgabe biefeS Slbfd^ntttS unferer 3(b^anb= 
lung ift, unb n)ir gelten nunmehr gu berfelben aber. 

S)ag ffir baS unenblid^e in!onfe{utiDe S)is!retum bie ®eometrie 
beS lontinuierßd^en 9laumeS ober !urg bie fonttnuierlid^e ©eometrie 
gilt (im ©egenfa^ gu toeld^er mir bie (Geometrie beS enblidben 2)iS= 
!retumS !urg bie bisirete nennen moOen), Isgt fid^ unfd^loer geigen. 
3unftd^ft ift es Kar, bag, obgleidg baS unenblid^e tn!onfe!utiDe S)iS{re= 
tum ein Aomt)ofitum unb lein S^otum ift, basfelbe fid6 bodb nid^t aus 
ber 3ufammenfflgung Don einfad^en fRaum))un!ten gufammenfe^en l&gt, 
b. ^. baSfelbe lAgt ftd^ nid^t aus fonfe!utiDen unmittelbar aneinanber an- 
gereil^ten 5PunIten ergeugen. (Sin Äomt)ofitum in eigentlid&em Sinne ift cS 
alfo nid^t, ein Äompofitum ift eS nur infofern, intoiefern eS aus getrennt 
ten Seilen befielet, alfo bis!rct ift, bie anbere toefentlid^e (Sigenfd^aft beS 

' ,(&i. b. n. ®.^ @. 437. 

* ^a n&mli^ ber n-btmenfionalc (öottlommcn) auggebreitete, b. ]§. (Dott* 
fommen) gufammengefe^te dtaum Don n-^imenftonen, tpenn n > 4 überl^au^t 
unmögU4 i% f8tx%L „(St. b. n. ®.', @. 434, unb bie S^ertd^ttgung boau. 
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Jtom))o{ttutn$, bie Sntftel^ung aus etnfa$en Steilen, ]§at e§ nid^t, 
ba btcfe Seile nid^t lonfelutiD ftnb. ®a il^m nun biefe anbete 
iDefentHiJge @eite beS Jtompofitumd fel^It, bie beut enbli($en 2)iSh:etum 
eiflentttmKd6 unb t)on biefem untrennbar iji, fo ifi foötel getoi^, ha% 
bie ©eometrie biefeS legieren ober bie bi§!rete ©eometrie, ti)ie n)ir fie 
o6en ber Aürje l^alber nannten, für baSfelbe in il^rem DoKen Um- 
fange nid^t gelten fann. 2)enn nur mxm bie fünfte berfelben fon- 
fe!utiD tt)&ren, lönnte man bie$ le^tere Bel^aupten, aber audg bann 
nid&t mit öotter Sid^erl^eit unb iebenfatts nid^t ol^ne befonberen Se= 
tDeiS. S)a aber bie fünfte beS bis!reten 9laumeS nid^t !onfe!utit) finb, 
fo fann offenbar bie bisirete ©eometrie in il&rem öoUen Umfange 
ntd&t mel^r gelten unb fie fönnte bann nur fo gelten, loenn il^r geo» 
metrifd^er Sinl^att erl^eblid^ ermeitert tt)&rbe. Ob nun aber ^J^ntid^eS 
in bejug auf bie !ontinuierIid^e ©eometrie 3U fagen ift, ober ob biefe 
öielmel&r nid&t uneingefd6rftn!t für ein fold&eö inlonfelutiöeS SDiSiretum 
gelten mfl^te? SBenn nun bie lontinuierlid^e ©eometrie filr ein fold^es 
3)iglretum nid&t uneingefd&rftnft gelten fottte, bann toürbe pe, toie »ir 
gleidg feigen werben, für badfelbe über]^au|)t :prin3i))iell nid^t gelten 
unb es lo&re bann bie bisfrete ©eometrie biejenige, bie eine fold^e 
:prinji))ielle ©eltung in bejug auf basfelbe Igfttte. 

9Bo liegt nun ber prin3it)ielle 5Punlt, ber bie fontinuierlid&e ©eo= 
metrie t>on ber bisfreten fd&eibet? (5r liegt in ber SEatfad&e ber 
ftummen geometrifd&en Sfiguren. SDenn ba§ biefe in einem aus in= 
fonfefutiöen Steilen befiel^enben Slaume möglid^ finb, folgt ol^ne »eitereS 
an^ ber Definition einer frummen ßinie l^eröor^ (ba iebeS !rumme 
geometrifd^e ©ebilbe nottoenbigertoeife Irumme Sinien entl^alten mu^), 
als einer ßinie, in ber eS nirgenbs (mel^rere) ^ßunfte gibt, bie in einer 
unb berfelben Slid^tung liegen, SDenn ba in einem fold&en Jftaume 
ftets 3ioifd6en jtoei 5ßunlten ein britter unb alfo eine uncnbltd^e 
3Jlenge öon fold^en liegt, fo ifi bamit bie 2Jlöglid&feit ber hummen 
Sinien ol^ne loeitereS gegeben, benn in einem fold^en 9taume fann 
offenbar jeber 5Punft einer ßinie in einer anberen Slid^tung liegen, 
ba in einem fold&en fRaume ))on einem fünfte aus bie Derfdgiebenften 
9lid&tungen gegeben finb. 3n bem enblid^en fonfefutiöen ®isfretum 
finb bagegen bie frummen ßinien unmittelbar auSjufd&liefeen: benn 
ixoax fönnten, rein formell genommen, aud& in ber frummen ßinie 



»crgl. barüBer auSfül^rlidJer ^^x. b. 9Jl/, 6. 278, 9. 
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gtoet fünfte Beßel^en, bte in einer unb betfelben ätid^tung liegen (ba^ 
ftnb bie fogenannten «im Unenblid^en benad&batten" fünfte), aber 
bte }iDei ^nfte bflrften bann !ein SinienftüdE biIben^ aioei !onje&tttt)e 
$un{te beS enblid^en 2)iSlretum8 bilben aber eo ipso ein SinienftüdE , 
n&ntHd^ bie einfad^fte ©erabe ober bie @(ententargerabe^ alfo finb bie 
foummen Sinien unb bie !runtmen geometrifdgen ®ebilbe überl^au^t 
in bem enblidgen S)id{retum abfolut auSgefd^Ioffen. SluS biefer ^u§» 
fttl^rung folgt, ba§, loenn in einem 9%aume bie !rummen Sinien 
möglid^ ftnb, für benfelben bie lontinuierlidge, unb toenn !eine 
foldgen mdgUdg ftnb, bie bisfrete ©eometrie gilt. 

S)ag nun fttr ben unenbUdgen in!onfe!utit)en btdtreten Staum bie 
!ontinuierttdge ©eometrie ))rin3it)ien gUt, folgt unmittelbar au§ ber 
obigen SluSfttl^rung. S>enn toenn bie Seile eines 9laumeS inlonfehttit) 
finb, bann ift bie 9lnja]§l biefer Seile gugleid^ fdgledgtl^in unenblidg 
unb bie beiben 99ebingungen gur @£iften3 ber frummen Sinien unb 
bemnad^ ber foummen geometrifd^en ©ebilbe äberl^aupt finb erfüllt. 
3)ie$ beibeS nun trifft audg bei bem in!onfe!utit)en bisfreten 9%aume 
gu, alfo gilt bie lontinuierlid&e ©eometrie t)ringi})iell für benfelben. 
Ob fie nun ntd^t nur pringtpieK, fonbern aud^ t)oIlfl&nbig unb un- 
eingefd^r&nft für benfelben gilt? 2)ie8 l^&ngt bat)on ab, ob, ber 
2)efinition ber !ontinuierlid&en ©eometrie gemd^, alle bie über]^au:pt 

^ 3ebe Sbixt)t, bte eine S^angente l^at, tat mit biefer (loie ftd^ bireü Be« 
toeifen I&gt) nid^t einen, toit bieS gemöl^nUd^ bel^auptet toirb, fonbern ^toti 
fünfte gemeinfam, nur mn^ man babei botauSfe^en, ba^ biefe beiben fünfte 
feine Sinie bilben, )oaS fle in bem Aontinnum au^ in ber Stat nid^t gu tun 
braud^en, ba l^ter gloei $untte, bie fld^ unmittelbar miteinanber berül^ten (unb 
man mu^ Don ben gloet gemeinfamen fünften ber l^urüe unb il^ter S^angente 
t)orau8fe|en, ba^ fle fi^ unmittelbar miteinanber berül^ren), fein Ißinienftüdf 
atoifd^eneinanber l^aben fönnen, il^re ^iftang alfo = fein mn^, 3n bem 
enbUdften ^iSfretum bagegen mujs bie 2)iftana stoifd^en s^^i fi<^ unmittelbar 
berül^renben fünften, tt)ie früher auSgefül^rt, = 1 fein, gtoif^en stoei foldgen 
fünften liegt alfo ein Sinienflülf. 2)a nun eine S^ntöt nur in einem infonfe« 
f utit)en 9laume m5gU(| ift, in biefem aber feine fonfefutiüen fünfte möglid^ 
unb bod^ für bie ^toei gemeinfamen fünfte ber Ituroe unb ber S^angente nur 
baS ä^erl^ältniS ber Honfefution tyorauSgefe^t toerben fönne (benn fonft 6ätte 
bie Slangente unenblid^ k)iele fünfte mit ber Kurt)e gemeinfam), fo fommen toir 
bamit auf eine Sd^toierigfeit in bem UnenbUd^feitSbegriff, bie t)on prinzipieller 
S3ebeutung ift, auf bie tt)ir aber l^ier nur l^intoeifen fdnnen unb nur nod^ be« 
merfen motten, ba^ l^ier in biefer @d^tt)ierigfeit baS (Sel^eimntS ber Stnftniteft« 
malmet^obe liegt, toaS wix an einem anberen Orte auSfül^rlid^ barlegen to erben. 

» ,ei. b. n. ©.*, 6. 342, S>ef. 16 unb 17. 
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bcnffiaten flcomctrifd^en Stgurett in beut tnfotifcfutiöen S)t8fretunt 
ebenfo gegeben ref)). gebadet mxbtn !önnen, lote bieiS in bejug auf 
bcn fontinuierlid&en Staunt gilt. S)q nun aUt bic üBerl^ouJjt benlboten 
geomettifd^en t^iguren in bem <$tontinuum nur beSl^alb gebadet merben 
lönnen, toeil barin alle bie überl^auj)! ben!barcn frummcn Figuren 
möglich finb — benn biefe fe^cn in le^ter Snflanj als SBcbingungen 
tl^rer 3JlögUdö!eit bie Unenblidöfeit ber Slid^tungen öon einem 5Punfte 
aus unb bie unenblidge ^njal^I ber Slauntpunfie DorauS, unb voo 
unenblidg Diele 9lid^tungen Don einem fünfte aus unb too eine un- 
enblid&e Slnjal^l Don fünften gegeben finb (mit jener erften SSebingung 
tft bie jtoeite, nid^t aber umgelel&rt — Dgl. barüber nod6 toeiter unten 
— gegeben), ba finb offenbar aud& alle bie über]öau|)t benibaren gcrab« 
linigen (unb felbflDerflänblid^ gemifi^ten gerabUnigsfrummen) Figuren, 
alfo aud6 alle Qfiguren über^au))t, mögütft — , unb ba in btm unenb« 
lid^en inlonfelutiDen S)is!retum bie beiben Sebingungen ber Irummen 
giguren erfüQt finb, fo finb offenbar auift barin alle bie über]&aut)t 
benibaren Figuren mögüd&, alfo gilt bie fontinuierlid&e ©eometrie 
nid^t nur })rinjipiell, fonbern audö unetngefd6rftnft für benfelben.^ S)ie 
uiobernen JDlatl^ematiler, bie bie SiSfretl^ett beS 9laumeS leieren, l^aben 



1 8eIB{h)etßftnbItd^ gilt bieS nur folange, folange man bie formelle 93^5gli41eit 
ber n^tettilibtf(i^en Siaumformen ni^t in ^ttta^i sie|i. Sielet man btefelBe in 
SBetra^i, bann ifi e§ offenbar, ba^ in ieber einzelnen biefer [Raumformen ni^t alle 
bie geometrifd^en ^ebilbe m5glid^ finb, bie in bem aHgemetnen eudibif d^en n- (ref|) 
unenbli^O bimenfionalen tnlonfefutiben iRaume benfbar finb (3. SB. auf einer ^gel« 
f[&4e finb biele geometrif^e ®ebilbe unbenfBar, bie in bem breibimenfionalen eu* 
{Ubif(i^en Slaum befiel^en)* 

S)er allgemeine ®efid^t3|)un!t, bon bem au§ unfere beiben t^))if(l^en (S^eometrien 
aufgefient finb, unterfd^eibet fid^ t)on bem allgemeinen (S^efid^iS|>un!te, bon bem au§ bie 
euHibifd^e unb bie nid^ieuflibif^e (Sfeometrie a(3 t^))if4e Geometrien aufgeftelli toorben 
finb, barin, ba^ in bemfelben bie legten elementaren leiten beS IRaumeS aum ^ox» 
f^ein lommen, tofil^renb ber legiere bie lluSbel^nungSform beS SRaumeS als ©anjen 
in 8etra4t giel^t. 3m er^en galle l^anbelt eS fi4 in le^ter ^nftan) um bie ^rt, in 
ber ber 9laum auS feinen Seilen aufgebaut ift, in bem ^toeiten Satte bagegen l^anbelt 
e§ fid^ um bie (S^eflalt, in ber ber ^aum als @anaes in feiner ^uSbel^nung gegeben 
ift Sormett genommen finb atte bie nid^teuüibifd^en Slaumformen berf^iebener 
2)imenfion (unb ebenfo euflibifd^e 9laumformen terfd^iebener SHmenfbn) mdglii!^, unb 
beSl^olb mfigte eine umfaffenbe Unterfud^ung atter t^))if4en (S^eometrien auä^ bie 
t^lHfd^en (S^eometrien biefer fixt in SBetrad^t sielten. S)a nun bieS le^tere mel^rfad^ 
getan toorben iß, fo l^aben toir in ber borliegenben flbl^anblung eine toi^tige Sr« 
gftnjung biefer Unterführungen ber t^^ifd^en (Geometrien liefern b)otten, atterbingS 
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alfo mit il^ter 93e]§au))tung red^t, bag f&r benfelBen bte lonttnuier^ 
Ud^e (ober bte geltenbe) ®eometrte uneingefd^r&ntt gilt, ba fte ben« 
felben 3Ugtei(6 als in!onf elutiDen unenbltd^en Staum auffaffen. 



eine (it^änpmq, bte me^t als drgOnaitng i^, ba fte ti^ptf^e deometnen umfafttr bte 
Diel funbametttater flttb als bie MSl^er berfidMHgten. 

S)a^ ftd( bet (Seft((töpttnit unferet (Seomeirien mit bemiettigen ber ni^t^ 
euflibtfd^en me^rfad^ fttnit, i^ leidet etngufel^en. St^ettS flttb, tote i^ bieS anber« 
mfirtS gezeigt l^abe (bergl. ,Vt- b.Sll/, @. 291), bie ni^ienUibtf^eit 9lattmformen in 

^ S bem btSiteten enbltd^en Slanme gar nid^ ben!(at unb, toit fügen l^inju (t>ergl. 
barflbet toetiei unten), fte finb ühtt^aupt in ben 9lftunten, ffit bie bie btSfrete i&to' 
mettie gilt, urnndgli^. $rin3i))ie0 nt5gli4 finb fie nur in benientgen 8iaumfortnen, 
fftt bie bte lontinuierti^e <!(eometrie gilt unb i\oax gilt fiber]^au))t bie lontinuietli^e 
<!(eometrte in einer ni^teuflibtfd^en Stauntfotm flets eingefd^tAnlt. 

Sä^ ntttg f^lieglid^ no4 auSbrüdtli^ bemerfen, ba^ i^ in tiefet Vbl^anblung 
nut bon Slftnnten %t]pxo^ttt l^abe, bie lüdEenloS finb, b. 1^. in benen eS !etne, fei 
eS auSgebe^nte, fei eS nnauSgebe^nte Sü(!en gibt. 3^^^ ntüffen, ttie id( bieS an 
einem anbeten Ctte auSfft^tlid^ batgelegt l^abe (t)etgl. „^t. b. 9R/, 6. 255), bie 
itteeHen fünfte im biSheten fonfefutiben fftcamt leete nid^tfeienbe Süden batftellen, 
bod^ finb btefe Süden erflenS einfad^ unb atoettenS laffen fte ftd( butd^ bie teeHen 
9legation§aIte, bteau^ettftumlid^ finb, ousfüllen, aufterbem !9nnen biefelben, tote in 
bem etften 9lbfd^nitt nad^getoiefen, auf bem 6tanb^unlte bet teinen SRatl^emati! at§ 
nid^t be^ebenb bettad^tet toetben, fo bag bet biSftete lonfefutiüe Slaum als ein t)oü» 
!ommen lüdEenlofet bettad^tet toetben !5nne. ®ie lüdfenl^aften S^Sume bettad^te iä^ 
übet]^au)>t als IRftume, bie nid^t einmal fotmeE möglid^ finb; benn man tann ben 
9taum nut als eine lüdfenlofe SBieC^eit (obet fagen toit meinetioegen SRannigfaltigfett) 
oon fünften befinieten (fei eS, bag bie $un{te als toitHid^ gegebene obet fingierte 
botausgefe^t merben), fo bag, bem Segriffe ber formetten ^bglid^Iett folgenb, ber 
lüdenl^afte 9laum als formet unmdglid^ au betrad^ten ift, ba berfelbe unmittelbar 
gegen bie S)efinition beS SlaumeS als fold^e oerftb^t (Slaumlüden toürben ausgebe^nte 
ober einfädle nid^tfeienbe fluSbel^nungen bebeuten unb bem abfoluten 9li4t8 als 
fold^em fann bod( feine Sogif fluSbel^nung toie überl^au|)t irgenbetne anbere bem Ue- 
alen aufommenbe (Sigenfd^aft gufd^reiben). 9htr eine SBiffenfd^aft, bte aud^ bte fo= 
genannten logtfd^ unmöglid^en ^egenftSnbe in Setrad^t söge (tote 93^einongS (Siegen- 
^anbSt^eorie bieS fein toill), i5nnte bte lüdEenl^aften 9laumformen in il^re 2)om5ne 
aiel^en unb toit übetlaffen eS il^t getne bieS su tun. S)aS SormeQ^^bgltd^e liegt eben 
an ber ®ren}e 3tt)ifd^en bem Sogtfd^«!Dlöglid^en unb bem Sogifd§«Unm5glid^en unb ber 
reinen SJlatl^ematit fann man nod^ erlauben, fid^ bamit au befd^ftftigen, nur mui fte 
ftd^ babei oor ber ^efal^r lauten, baS SormeUs^öglid^e mit bem Sogifd^-UnmBglid^en 
au oerioedjfeln. SSon tiefem legieren SBortourfe finb gerabe tie mobemftcn JUlatlftema* 
tifer nid^t freiauf^red^en (fo gilt tteS in l^o^em ^a^ a* S* f^^ ^^^ ^^^ ^^ fonfligen 

^^ logifdjen SRöngeln leibenben.SBerfudJ ®aO. Gilberts, bie ©runblagen ber (Seomettie in 
umfaffenbet SOBeife au enttoideln. SBetgl.beffen„®tunblagen bet ©eomettie", 2. Slufi., 
1903). 
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2)aB bagegen für ben !onfeIuti))en unenbltdgen bidfreten 9^Qum 
bie lonttnuterltd^e ©eomettie ntd^t mel^r gilt, bag t)telme]^t für bcn- 
felben ))rin3i))teU bie bis{rete ©eometrie, b. 1^. bie ©eometrie beS 
bisiteten enbtid^en 9laume8 gilt, baS ift eine ISel^auptung, bie ben 
äDertretern ber geltenben UnenbUc^teitiSmatl^ematil auf ben elften fdlxd 
meUeid^t fel^r parabos etfd^einen iDitb, beten SBal^rl^eit aber unmittel- 
bar aug unfecer SluSfül^rung über ben ))rin}i))iell[en ^n!t, ber bie 
!ontinuierlid6e ©eometrie t)on ber biiStreten fd^etbet, einleud^tet. 2)enn 
menn bie Seile refp. bie fünfte beS 9taumed fonfefutiD ftnb, bann ift 
biefer Sftaum bisiret unb 6i))un!tue]I, bie einfad^en S)i{tangen jtDifd^en 
gtoeien fid^ berül^renben $un!ten eines fold^en 0taunte8 (bie irreeKen 
3U)ifd&enpun!te) machen aber, ba fie einfädle gerablinige ßinienftüdfe 
bilben, frumme Sinien unb bemnad^ humme geometrtfd^e ©ebilbe 
aber]§aut)t in einem folc^en Flaume unmoglid^. @$ ift alfo unjtDeifet 
l^aft, ba^ bie bisirete ©eometrie für ben unenblidöen bisfreten lonfe* 
lutiDen Slaum ^rinjil)ietl gilt, unb eS fragt fid6 nur, ob fie für 
benfelben ebenfo uneingefdgr&nit, b. 1^. in il^rem ))ollen Umfange gilt, 
tpie bie$ für bie lontinuiertidge ©eometrie in bejug auf baiS infonfe» 
lutiDe unenblid^e 2)i8lretum ber OfaU ift. SB&l^renb nun in ber @tn- 
fd^rän!ung ber ©eltung ber fontinuierlid^en ©eometrie in bireltem 
©inne bie 3lebe fein !ann, b. 1^. biefe (gtnfd6rän!ung l^ier nid^t nur 
in rein formett-begrifflid^em, fonbern aud^ inl^altlid^em ©inne gilt, ift 
bieg bei ber biiSireten ©eometrie nid^t mel^r ber j^aU, l^ier bebeutet 
offenbar bie (ginfd&räniung in formett=begrifflid6em ©inne eine 6r» 
Weiterung in inl^altlid^em ©inne, ba bie bisirete ©eometrie (b. 1^. 
bie ©eometrie beS enblidgen 2)islretum§) in begug auf ben Sleid^tum 
an geometrifd^en Figuren offenbar baS SÄinimum, bie !ontinuierlid&e 
bagegen baS JDlajimum barftettt, Jene alfo nur ertoeitert, biefe ver- 
engert werben !ann. Sßftl^renb nun bei bem inlonfelutiüen 2)i§!retum 
nur gloei fpejieUe 0laumformen gu unterfd^eiben finb, fe nad^bem 
baSfelbe feiner SluSbel^nung (unb nid^t blo6 ber Slngal^l feiner 
!|}un!te) nad^ enblidg ober unenblid^ ift unb toäl^renb biefe beiben 
Sformen offenbar eine unb biefelbe ©eometrie l&aben, finb in biefer 
^infid^t bei bem !onfeIutit)en unenblid^en S)iSlretum im teefentlid^en 
folgenbe brei f))egielle Staumformen gu unterfd^eiben: 

1. S)a3 unenblidge !onfe!utit)e S)i8!retum ift nur nad^ oben un- 
enblid^, nadg unten bagegen enblid^, b. 1^. eis e^iftiert nur ba9 unenb- 
lid^ ©ro^e, bagegen lein unenblid^ kleines in bemfelben, ober, anberd 
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attSgebtttift, jebe enbGil^e &xtdt in htefem Stattnte (e^el^ aitS einet 
enblid^ Xnyil^t t^on fünften. 9Sir loetben btefe 9lanmf arm toxi 
hat nad^ oben nnenbli^e fonfebttiDe 2>tiBbebtnt nennen« 

2) 2>a8 nnenbli^ fonfebtttt>e 2>tSlretnm i^ nnt na4 unten 
nnenbfid^, nad^ oien bagegen enblt^, b. ff. eS est^iett nur baS un» 
enblidft IQetne, bagegen {ein unenbli^ @ro§e$ in bentfelben; jebe 
enbtid^ @tredEe in biefem Staume be^^ anS einer nnenblicben Sin- 
jal^I t>im ^nfien. Sir nierben biefe Slanntform inr) baS na^ unten 
nnenblid^e lonfefutite SHSfretnnt nennen. 

3) S)aS nnenblid^e {onfefutiDe SHsfretum ifl fotooll nad^ oben 
une nad^ unten nnenblid^, b. 1^. ed ejd^tert in bentfelben fotool^I baS 
nnenblidb ®ro^e nne baS unenblid^ jtleine; lebe enblid^e StredEe in 
biefem 9laume be^el^t aus einer unenbli^en Snjal^t Don fünften. 
93ir »erben biefe Stoumform lurj baS beiberfeitS unenblid^e fonfe- 
fnliDe SHshetnm nennen. 

2)a tt)ir nun nod^ baS Seflimmt-Unenblit^e Don bem fd^Ied^tl^in 
nnbeßimmt'Unenblid^en gu unterfd^eiben l^aben, fo nnrb jjebe biefer 
brei ^Qut^tfonnen ie jioei 9le6enfonnen ^aben. 9Bir tDoUtn nunmel^r 
fftr jebe biefer fed^S lonfelutiDen unenblid^en Staumformen unterfud^en, 
ob fflr iebe berfelben bie bishete @eometrie uneingefd^rfinlt gilt ober 
nid^t, unb gmar totxbtn toir bieS gunftd^^ für bie brei beftimmt- unb 
bann ffir bie brei unbeftimmt-unenblidgen 9taumfonnen tun. 

Sßit iommen nunmel^r bagu, bied für bie erfie etnfad^fte unb 
natürli^fie Don il^nen aEen gu tun, ffir baS nad^ oben beflimmtsun- 
enblid^e 2>i8fretum. SS ifl nun leidet feftgufleüen, bag für biefelbe 
bie bisirete ©eometrie uneingefd^r&nft gelten mu^. S)ieS tooUm toit 
günftd^ft an bem einfad^ften Seifpiele einer fold^en Staumform geigen, 

an bem 93eif|)iele einer breiedigen ßbene. 9Bte 
. . id^ an einem anberen Orte auSfü^rlid^ bargelegt 

. • -• l^abe, bilbet biefe baS erfte unb einfadgfte fdtx- 

• • • • f:piel eines 9laume8, beffcn ffiimenponSangal^t 
• ' ' • • > 1 ift, ref)). baS cinfadöfte 35cifl)iel beS gtoet- 
Sftfi- 1- bimenfionalen bislreten SHaumeS.^ S)te giö- 1 

geigt ben enblidgen 2;eil einer fold^en @6ene. @ie befielet auS ein» 
fadgen gleid^feitigen 2)reiedEen, b. 1^. aus 2)reieden, beren @etten ein- 
fädle Stementargeraben barfteOen, ba jebeS foldge einfädle SreiedE aus 
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ber unmittelbaren 99etü]^rung breier (reeQen) ^un!te miteinanber befielet 
ref|). entfielet. Db ftdb nun bie innere geometrifdge @trultur biefer @bene 
änbern n)irb, n)enn toir ftatt ber enblidgen Slngal^I ton 9JlitteI))unIten, 
QuS benen fie entfielet, eine unenblid^e ^ngal^t Don fold^en DorauSfe^en? 
Offenbar nid^t int gerinsften. 2)enn bann toirb nid^t iebe reelle ober 
imaginftre ©erabe (xt]p. STeilgerabe), bie in biefem 0laume befielet, 
nur aus einer enblidgen ^ngal^I t)on 9}littel))un!ten (ref)). ben ent^ 
fpred^enben SBerül^rungSentfemungen) befleißen, fonbern eS mirb baneben 
audg (zariit) ©eraben geben, bie auiS einer unenblid^en Slngal^l toon 
f old^en $un{ten unb 93erü]^rung§entfemungen befleißen , fie loerben 
aber als fold^e, obgIei$ unenbUd^, tl^re geometrifd^e Statur aU ©erabe 
nidgt Derlieren. Ob fie bieS le^tere tun, loenn fie fd^Iedgtl^in un^^ 
beftimmt unenblid^ toerben, ifl eine ^rage, bie toir f:päter bei ©elegen» 
l^eit ber unbeftimmt-unenbUd^en 9iaumformen gu entfdgeiben l^aben 
XDtxbm, ba% fie eS aber, folange fie beftimmt unenblid^ finb, nidbt 
tun, ift ol^ne n)eiterS Har. 2)enn, toie id& bieg an einem anberen 
Orte ausfül^rlid^er gegeigt l^abe, !ann fidg bie ©erabe in ben AreiS 
folange nidgt umioanbeln, folange man fid^ in bem rftumlid^en ©e» 
biete beS beftimmt Unenblid^en belegt, loeil bann bie Arfimmung 
beS AreifeS nod^ immer, tote grog audg ber unenblid^ groge j^reis^: 
rabiuS getoorben ift, eine beftimmte toenn aud^ unenblid^süeine ©röge 
barfteHt.^ 68 !ann alfo bie S^orauSfe^ung, bie beftimmt-unenblid^ 
groge bislrete ©erabe loerbe im Unenblid^en gum Areife, nid^t ge» 
madgt merben. SBare biefe 93orau8fe^ung rid^tig, bann toürbe alfo 
an ber ©renge beS nad^ oben unenblid^en !onfe!utit)en 2)i§!retumS 
eine foumme Sinie auftreten unb bie bis!rete ©eometrie tofirbe offen- 
bar nid^t mel^r uneingefd^rSn!t fär baSfelbe gelten, bann loürbe t>itU 
mtfix für baSfelbe teitoeife audg bie fontinuierlid^e ©eometrie ©eltung 
l^aben, tote ja anberS aud^ nid^t gu erwarten ift, ba eine @rtt)eiterung 
ber bid!reten ©eometrie offenbar mit il^rer teiltoeifen Slufl^ebung iben- 
tifdö tji. 

S)aSfeIbe, toaS l^ier f&r baS nad^ oben befiimmt-unenblid&e bn» 
fe!utiDe 2>is!retum auSgefül^rt tourbe, gilt offenbar audg für bas nad^ 
unten beftimmt-unenbUd&e !onfe!utit)e 2)i8!retum. S)enn l^ier !ann 
t)on einer ä^ertoanblung ber ©eraben in ben AreiS leine 0lebe fein, 
ba eine fold^e S^ermanblung nur in bem Unenbfid&«®rogen mbglid^ 
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iP, felbft toenn alfo icbe enbltd&e ©tredfc in bcm fonfefutiöcit ®t8- 
feetum aus einer (6efiimmt')uncnbKd5en Slnjal^l öon 5Punften beflcl&t, 
ift baburd^ in i^rer geometrifd^en ©truftur gor nid&ts geönbert, fte 
bleibt aus fonfe!utit)en $untten befleißen, ffir bie entfprec^enbe btS- 
hrete Staumform mu§ alfo bie bis!rete ©eometrie uneingefd^ranft 
gelten. 

®ilt fie nun für bie beiben erflen 3formen beS fonfefutiöen be= 
ftimmt^unenbttd&en 2)is!retumS uneingefd^ränH, bann mu§ fte aui^ 
für bie britte uneingefdgrdnlt gelten, ba biefe ja nur bie unter* 
fd^eibenben SJlerlmale ber beiben erflen in ftd^ t)ereinigt. O^ür bas 
beftimmt-unenblid^e {onfeIutit)e S)is!retum gilt alfo* bie bisfrete ©eo- 
metrie uneingefd^ränft. 

Ob fie bieS aber aud^ für ba^ unbeftimmt-unenblid^e !onfefutit)e 
©iSiretum tut? ®ie Slntmort auf biefe ^tage fd&cint auf ben] crftcn 
SBUdE red&t fd&toierig gu fein. S)enn toenn toir gunddbji bie einfadöfte 
Oform eines fold^en S)iS!retumS, biejenige beS nad^ oben unbeftimmt- 
unenbüd^en einbimenfionalen StaumeS, in 93etradgt jiel^en, fo fdgeint uns 
auf ben erfien SlidC unmöglid^ }u fagen, ob fid& ber ÄreiS — unb borauf 
fommt eS offenbar an — in bem Unbeftimmt=UnenbIid&en, »enn biefeS 
Ionfe!utit)«biSfret iji (unb nid^t inIonfe!utit)), in bie ©erabe öerwanbcin 
toirb ober nid^t. 2)a^ fid^ ber AreiS in bem infonfe{utit)en nad^ oben 
unbeftimmt«unenbUd&en Sftaume in bie ©erabe öertoanbeln wirb, baran 
lann eS feinen Stoeifel geben, ba in biefem 3fatte, loie id6 bieS anbcr= 
todrtS gejeigt l^abe^ unb tt)ie nd& baS leidet einfel^en läßt, bie 
jtrflmmung beS AreifeS jur abfoluten 9tuII toirb. 2)arauS folgt aber 
gar nid&t, ba^ ftd^ bie ©erabe an ber ©renje beS unbefiimmt-unenb= 
lid^en fonfe!utit)en S)iS{retumS in ben AreiS t)eriDanbeIn toirb. 2)enn 
bei jener Umtoanblung beS ÄreifeS in bie ©erabe in bem inIonfeIu= 
tit)en unbepimmt*unenblid&en Slaume toar eigentlid& nid^t baS Un» 
beftimmt-Unenblidfee, fonbern baS 3n!onfe!utit)e beSfelben cnt« 
fd^cibenb. 3)aS UnbeftimmtsUnenblid^e ift babei tool&l baS conditio 
sine qua non, eS ijl aber nid&t bie öottfianbige SBebingung jener 
Umioanblung, t)ielmc]ör iji baS Qnlonfefutiöe bie l^tnjugclommcne 
ä3ebingung, bte biefelbe ermöglid^t ]§at. 5Denn bamit bie Krümmung 
beS ßreifeS gur abfoluten ?iutt toirb, mufe bie unenbUd6=Heine ©tredte, 
bie bie Siflanj beS ÄretfcS t)on ber ©eraben (als feiner ©renge im 
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Unenbttd^en) barflellt, gut afifoluten 3luU iDerben lönnen, noaS fte aber 
offenbar, tt)ie idö bieg anbertoftrtö gejetgt l^abeS in bem fonfefutiDeti 
btSlreten 9%aume ntd|t tun fann, loetl ia l^ter jtioet !onfeIuttt)e $un!te 
in einer ffiiftang t)oneinanber liegen, bic nid^t = ift. SBenn nun 
fo audg ber nad^ oben unbeßimmt-unenblidge !onfefutit)e bisirete 9%aum 
bte geometrifdge @trultur ber bts!reten ©eontetrie uneingefdgr&n!t 
befi^en ran%, bann I&gt fic^ baSfelbe teidgt aud^ für bie beiben an- 
bcren entfprcdöenben Slaumformen beg lonfelutiüen uncnblid^en S)iS= 
!retumS einfel^en. 

SBaS toir nun fo inbireft, burd^ bie 93etrad6tung ber Unmög» 
lid^Ieit ber Umtt)anb(ung be§ Areifeg in bie ®erabe in bem unenb- 
lid^en fonfeluti^en S)is!retum, nad^gett)iefen, l^aben, ba^ nftmlid^ für 
otte mögUd^en fpegieUen 9laumformen beS unenblid^en !onfe!utit)en 
2)ii$IretumiS bie bisirete ©eometrie uneingefd^rönlt gelten mug, 
!önnen mir audg bire!t aus ber Statur beS !onfe!uti))en S)i§!retumS 
nadgtoeifen. ^n bem lonfelutiDen S)is!retum ate fold^em, toenn t)on 
beffen legten Elementen unb il^rer S(norbnung ausgegangen toirb 
{oQi. 5tg. 1), iji offenbar nirgenb» ein ÄreiS ju treffen. 3unftd&fl 
ift bieS unmittelbar einleud^tenb für baS enblid^e ®ebiet biefer @les 
mente (mag biefeS enblid^e @ebiet felbft in bem unenblidg^Heinen ®e= 
biete beS ganjen StaumeS liegen), toir l^aben aber gar feinen %nlag 
k>orauS2ufe$en, ba^ bem anberS in bem unenblid^ großen ©ebiete 
berfelben (ref|). bem enblid^en ober unenblid^ großen ©ebiete beS 
gangen 9laumeS) fein toirb, ba bie (Elemente offenbar audfe in bem 
UnenbUdgen abfolut biefelben geometrifd^en SSegiel^ungen gueinanber 
bel^alten toerben. 2)ie 93e]^au))tung, bag im Unenblid^en bie ©eraben 
eines fold^en 9laumeS gu Areifen merben (unb baS infolgebeffen g. 99. 
bic in gig. 1 bargejiellte breicdige @bene gu einer gcfi^Ioffenen un« 
enbUd^ großen ftugeipftd^e loirb), ift eine biefem Siaume gang frembe 
Setrad^tung. S)enn nur in einem fRaume, in bem ber Areis als 
gfigur bepelzt, l^at eS ©inn gu bel&aupten, berfelbe toerbe im Unenb= 
lidgen gur ©eraben unb eS muffe besl^alb aud^ umgelel^rt jebe ©erabe 
eines fold^en Flaumes im Unenblid^en ein AreiS fein. Solange toir 
uns alfo fireng auf bem Soben beS lonfefutiDen bis!reten älaumeS 
aufl^alten, l^aben mir lein 9led&t, öon einer »efentlid^en änberung 
feiner geometrifd^cn ©trultur (bie in biefem Satte attcrbingS nur 
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bte ©eftattfottn beS fRaumeS aü (&anim, ntd^t aber aud^ feine innere 
geometrifd^e €tru!tur betreffen iDfirbe) gu fpred^en; menn mir aber 
anbere Staunte in Setrad^t {teilen, in benen enif))red^enbeS mdglidg 
ift, bann feigen mir aud^ ein, bag bie toefenttid^en 99ebingungen, bie 
bieS bei il^nen erntftglid^en, bei unferem fonfelutiüen bisireten fftanm 
eben feilten. 



^ 8Benn nun fo bie geomettifd^e 6trttitut beS tonfefutben ^^iSfretumS tut« 
geftnbett blelM, aa^ toenn bie ^Ingal^I feinet fünfte unenblict ^, fo ifl alfo nnfete 
Ü^emnetrie mit bem 3 n f l i iiÜ 8n m 8 e^eitfo Vereinbar, loie fie biefi bon botnel^erettt mit bem 
SfiniiiSmuS ifl. 3n meinem fEkdt (abe i^ bie bisirete Geometrie auf 0ntiib bef 
ftnitifüf^en S)oltrin enttoidelt unb toiS (ier bie fmtbamentalen fünfte l^eiDorlfteben, 
in benen meine SetoeiSfftitttnden nmgeftnbett loetben mfiffen, toenn man biefelbe 0eiy 
mettie auf infiniftitifd^er (Stunblage enttpidleln toiH. 

3n erfter yttt^t ifl eS bet Sel^tfat} 9 im etften Vbfdftnitt beS etften SdlS (uetgl. 
,,(11. b. n. (&,% 8. 347), beffen SetoeiSffll^tung bon (Brunb auS umge^altet loetben 
mni. liefet Sel^tfa^ lautet: ^^ebet $unft in bet utf|)tün(sli4en audgebteiteten 
dbene betül^tt fi^ unmittelbat mit fe^S fünften'. !DetfeIbe toitb betoiefen aus bet 
Unmbgli^feit einet unenbli^en Stnsal^l bet fünfte im ^aumt (Sl|;iom 2 betgl. .(SI. 
b. n. (&,', 6. 344). 9htn, betfelbe Sel^tfa^ Ift^ fi^ au^ aus ben bloßen S^i^tuuftS« 
tietl^ältniffen bet entftnred^enben Setü^tungSentfetnungen fügten, toie fid^ bieS lei(tt 
aeigen W, fo bag bie 9Hd^tigfeit biefeS Sel^tfa^eS unabl^Sngig bon bem ^nitis^ 
muS ift. 

SBeitet ifl eS bann nod^ Sel^tfa^;59 ebenfo im etften ttbfd^nitt beS etften Seils 
(ib. @. 382), bet, infofetn et bie UnmDglt^feit beS einfad^en SünfedES auf ®tunb 
beS botigen Sel^tfa^eS bel^au|)tet, bal^in um^ufinbetn ifl, bag biefeS leitete nt5glid( 
toitb, in toeld^em SfaSe bann bie fitgumentation jum Sel^tfa^ 1 be§ imxUn Teiles 
(ib. 8. 382), bet bie UnmögUd^Ieit beS bteiedigen (xt]p. tettaebtifd^en) bteibimen« 
ftonalen 9laume8 bel^au^tet, infofetn ftd^ biefelbe auf bie Unm5glid^feit beS einfad^en 
SünfedES gtünbet, auf bie entf|)ted^enben (SntfetnungSoetl^öltniffe, bie man leid^ butd( 
Seted^nung feftfleUen !ann, ^u ftü^en ifl. 3d( mu^ im S^f^^ittmenl^ang mit biefen 
^uSfül^tungen auSbtüdEIid^ bemetfen, bag bie Stage bet SJlögltd^feit beS einfad^en 
gfünfedES feine |)tin3tt)telle SBebeutung füt bie bisftete ^eomeitie l^at. 



3nütx Äbp^nttt 
3xt tranaftnifett Jal^fe« untr tra« ftuttj^ftufttre 

3taijlbtm iDir nun fo nad^gemiefen l^aben, bag bas fonfe!uttDe 
2)tS!retum feine geometrtfd^e @ttit!iur ntd^t Anbert, aud^ toenn bie 
ScLf)l fetner ?ßunfte unenbUd^ toirb, muffen toir nunmel&r unterfud^cn, 
06 bie 9ln}a]^l ber $un!te in einem fold^en 5Di${retum kotrüid^ unenblid^ 
fein lönne ober nid&t, toir tootten l^ier alfo bie SDlöfllid&feit ber Slntoenbung 
ber tranSfiniten 3ct]§ten auf baS !onfefuti))e S)id!retum unterfud^en. 

Ü6er tranSfinite 3a]&len finb gtoei öerfd&iebene SEl^eorien aufge« 
fiettt toorben* S)ie erjie Don il^nen, biejenige Don ©antor, ift ftrenger, 
aber aud^ abflra!ter, bie gtoeite Don il^nen, biejenige Don SSeronefe, iß 
tt)eniger flrenge, aber anfd^auttdger unb !on!reter begrünbet toorben. 
äBir loerben bie Slnioenbung beiber Slgeorien, guerft berj|enigen @antor9 
unb bann berjenigen ä^eronefeS, auf ha^ lonfelutiDe S)i8fretum unter« 
fud^en, tt)o6et fidg l^erauiSftellen tt)irb, bag bie beiben 5£]^eorien nid^t 
gar fo grunbDerf(i&icben Doneinanber finb, toie il&re Url^eber bicS be= 
l&aut)tcn, unb ba§ feine Don il^nen auf baS lonfeJutiDe ®igfrctum an» 
ttenbbar ift. S)a bieS aud6 für bie britte, gteifd^en il&nen in ber 
SWitte flel&enbe (unb, loie toir feigen »erben, natürlid&fte unb logifd&efle) 
gilt, fo toirb fid^ unS barauS als (gnbergebniS ergeben, ba§ bie Slm 
jal^I ber 51JunIte in bem fonfefutiDen Siötretum nid&t unenblidö fein 
lönne, loorauS toir bann nod6 toidfttige Folgerungen in bejug auf bie 
^luSbel^nung nad& oben unb unten bei ben anberen SRaumformcn aiel^en 
toerben. 

©ie transpntte Sal^Ienlel^re SantorS bilbet einen Seil feiner all- 
gemeinen tranSftniten ajiengcnlel^re. 

S)en ßern ber tranöfiniten SDtcngcnlc^re SantorS bilbet be!annt= 
Iid& bie ßel^re Don bzn tool^lgeorbncten Sölengcn, auf ber bie tranS« 
finite 3ci^IenleI|re unmittelbar aufgebaut ift. S)ie tool^Igeorbneten 
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Stettgen bUbett einen Bptpal^aU ber einfa^ geotbneten SDlengen. 
SA^enb in einer einfa4 georbneten SRenge bie einjelnen ®lid>er fo 
georbnet ftnb, ha% jtDifd^en \t jioei (Etementen berfelben eine befHmmte 
Stangorbnnng befielet, toonaä^ baS eine \>on i^nen ben niebrigeren, baS 
anbete ben l^5l^en Slang einnimmt, refp. baS niebrigere tot bem 
^d^erem, baS (ollere na 4 bem niebrigeren gu fte^en !ommt^, finb bie 
Elemente einer ttol^tgeorbneten äRenge no(i6 ben folgenben gioei ft)e» 
}tellen 93ebingttngen unterwarfen: 

1) 3n jeber iDol^Igearbneten SDlenge gibt eS ein bem Stange 
nad^ nieberfted b. 1^. erfleS SIement. 

2) 3ebe8 Clement einer ttol^Igeorbneten Stenge l^at, falls eS nidbt 
ba$ l^öd^fte ift, ein nft^fil^öl^ereS b« ff. bie SIemente ber tool^Ige» 
orbneten Stenge ftnb unmittelbar aufeinanberfolgenb ober, anberS 
ausgebrüht, Ionfe!utiD.' 

2)en DrbnungSt^puS einer einfadg gearbnelen Stenge M (mir be- 
fd^rinlen und l^ier nur auf bie etnfad^ georbneten Stengen, ba bie 
mel^rfad^ georbneten feine ))rin3i))ieQe 93ebeutung für unfere Unter= 
fud^ung l^aben) befiniert Santor als „ben SDgemeinbegriff, toel^er ftd^ 
aus M ergibt, menn toir nur Don ber SSefc^affenl^eit ber Elemente m 
abftral^ieren, bie 9tangorbnung unte£ il^nen aber beimaßen " b. ]§. ber 
OrbnungSt^puS, ben €antor mit M bejeiil^net, ifl felbft eine einfad^ 
georbnete Stenge, bereu Elemente aber lauter Sinfen ftnb, bie bie» 
felbe Stangorbnung untereinanber l^aben lote bie entfprec^enben @Ie= 
mente oon M, aus benen fie bur^ 9(b{tra!tion l^eroorgegangen ftnb.' 
ffitefer ©efinitton gemdfe toirb nun offenbar ber DrbnungSt^puS einer 
tool^Igeorbneten Stenge, ba beffen (SIemente aus Sinfen beftel^en, bie 
oon einer erften Sing anfangenb !onfe!utio aufetnanberfolgen, eine 
3a]^I barfiellen unb jioar foQ er nad^ Santor bie fogenannte jDrbinat 
}a^I barftellen, ba, tote er oorausfe^t, bie toettere SlbftraÜton oon ber 
Drbnung ber SIemente einer einfad& georbneten Stenge bie fogenannte 



> SSergl. ®. (S^aniox, ^»eitröße lux SBcötünbung ber tronSfiniten SWenficn» 
lel^re' In »9Rotl6cmatiWe 51nnalcn", «b. 46, § 7, 6.496, unb (g. ^unbinfiton, «The 
continumn aa a type of order» in «Annals of Mathematics», vol. 6, § 12, 
p. 157. 

2 «ontor, »lot^emütifdjc «nnalcn, ©b. 49, § 12, 6. 207, nnb % ©d^önflieS, 
„S)ie (gnttottfclung ber ßejre bon ben ^Punltmanntgfolttöfeiten" im »Sal^reSBerid^t ber 
beutWen aRol]6emoti!er«95ereini8unö", 8. «b., 2. §eft, 6. 36. 

• (Santor, a^otj. «nnalen, »b. 46, ©. 497. 



Die transfinitcn gal^Iett ttnb bas fonfcftttire Dtsfretum, 



88 



ÄatbJttQlgQl&I ober SDlftdötigfett ergibt (ßontor bejeid&net fte bcSl^alfi 
mit M, tocnti M eine einfach georbnete ajlcnge barfiettt).* 

Am einfo^flcn loffen ftd6 alle biefe Segriffc an Säulen unb Sö^t 
mengen fcttp ittujirieren unb jtoar toenn jcbe Söl^letnl^cit burd& il^rcn 
natürli^ften unb im ©runbe einjig ab&quaten 9fle))rdfentanten bärge- 
ftellt toirb, nämltd^ bur(3^ ben einfoii^en 3floum<)unfi ®ie8 toiff id6 
in ber O^ig. 2 tun, bie und gugleid^ ]piUx t)on groger SBebeutung fein 



12 3 4 



r L 



• «vVVKAAA/VSAAA^i^ 



(co + 1) 

u; 



•' • 



>< 



> 



Sig. 2. 

tt)irb. ©ie SBertiMreil^cn biefer f?igur fleöcn bur(^ tl^re 5PunItmcngen 

bie 3aWctt If 2, 3, 4, 5, v ö> bar (bie ©trede Be> 

beutet ba^ ins Unbestimmte ft$ ausbel^nenbe ©ebiet ber enblid&en 

Saluten, todl^renb bie ©trctf e ben begrifflid^en Sufammenl&ang ber 

Sal^I ö) mit biefem ©ebiet bebeutet). 3ebe fold^e bertilale 5ßun!tmengc 
fott nun ein ®Icment ber SWenge aller biefer SWengen bebeuten. SBie man 
fielet, fteUt biefe ©efamtmenge eine tool^Igeorbnete äJlenge bar, benn in 
il^r ifi ein erfteS mit 1 bejei^neteS Clement gegeben unb auf iebeS, 
auger bem legten mit a> bejeid^neten, folgt unmittelbar ein nad^folgen- 



^ Ib. 6. 498. 
$cttoniebtcS,2)ie i^))it(|en Oeometrien. 
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be8. 9[6ßra]^tett man nun in btefer 9Renge t)on ber Sefd^ffenl^ett 
il^rer ßlemente unb fagt man iebeS ))on ilgnen als eine einfädle Stn§ 
auf, fo I&^t fid^ bie burdg eine foldge SIbfhattion geioonnene 9)lenge 
refp. ber OrbnungSt^uS ober bie OrbnungSjal^l ber erfteren als bie 
burd^ bie ^ori^ontalreil^e ber O^ifi- ^ bargefteDte ^unttmenge auffaffen, 
unb mir gelangen fo gu einer MDig Haren anfd^aulid&en 2>ar{ieIIung 
ber Orbinaljal^I einer tool^Igeorbneten 9Renge. 

3)a fid^ nun bei einer enblid^en äJlenge (unb iebe enblid^e einfad^ 
georbnete SRenge ift gugleid^, toie leidet einjufelgen x% eine )Do]^tge= 
orbnete 9Renge) ber OrbnungSt^puS berfelben nid^t ftnbert, man möge 
bie gegenfettige Stellung il^rer SIemente toie immer ftnbem, fo 
entfprid^t einer unb berfelben enblid&en Aarbinalgal^l ftets eine unb 
nur eine enbßd^e Orbinaljal^I. 3)agegen ftnbert ftd^ ber DrbnungS» 
t^pu§ einer unenbUd^en 9Renge, loenn il^re Elemente in eine üerftnberte 
Stellung }ueinanber gu ftel^en fommen\ fo ba^ einer unb berfelben 
unenbßdgen Aarbinaljal^f (bie Itarbinaljal^I ift ia il^rer 2)eftnition 
gem&§ t)on ber Orbnung ber Elemente unabl^Angig) unenbUc^ t)iele 
Orbinaljal^Ien entfpredgen. SQe bie unenblid^ Dielen tranSftniten 
Orbinalgal^len^ bie gu einer unb berfelben tranSfiniten fiarbinaljal^l 
gel^ören, bilben ein einl^eitlid^ed gufammenl^&ngenbeS Softem ober eine 
tranSftnite Sal^lenßaffe. Unb gtoar bilben aQe bie unenblid^ bielen 
tranSftniten Drbinatjal^len, bie auS ber Ileinften Don il^nen, meldte bie 
©efamtl^eit aller enblid^en Orbinaljal^len barfteüt unb bie Santor mit 
CO bejeid^net; ^erDorgel^en unb meldte ber 97lad&tig!eit ber ©efamtl^eit 
aller enblid&en Drbinalgal^len (ober ber aJiftd&tigfeit Don w) cntfprcd6cn, 
bie erfte tranSftnite Söl^lHaffe ober bie 3al&lenflaffe 11 [bie 3a]^len= 
Hälfe (I) umfaßt bie enblid^en Drbinalgal^len]. @o foDen »eitet ottc 
bie unenblidö Dielen Dtbinaljal^len, bie ber aJiftdötigleit ber ®cfamt= 
^eit atter Sal^len ber Sa^lenflaife (II) entfl)red6en, bie 3a]^len!(ajfe (m) 
bilben ufto. in infinitum. ©d^ließlidg foEen aQe bie flbetl^au))t 

^ ^er OtbnungSti^^uS einet SRenge mirb naii^ (Santor nid^t geSnbett, metm 
tl^re (Elemente bei il^tem OtiStted^fel nnx fold^e Umformungen erfal^ren, toeld^e ftd^ auf 
eine enblid^e ober unenbli^e Sfo^O« bon (gegenfeüigen) S^ranSfiofHionen bon ie smet 
Elementen jurüdfüljren laffen. ©ei einer (beftimmten) enbltdjen SKenge finb bie ent- 
f^red^enben Umformungen ftets t)on biefer tirt, fo ba^ ber CrbnungSi^puS einer enb« 
lid^en S^^enge fteiS ungefinberi bleibt. S3ei ben unenbli^en Sl^engen ift bieS ni^t 
mel^r ber gfaQ unb bol^er bie entf^reddenbe ^nberung beS Orbnung§t^|)uS; bergl. 
(SantorS ^Sniiteilungen aur Seigre bom SronSftntten' in «geitf^rift für $]^iIofo^lgie 
unb p(ilofo))W4e fttiHf\ 18b. 91, 6. 96, 7. 
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ben!baren enblidgen unb tianSftniten Orbtnalgal^len, il^ter ®röge nad^ 
georbnet, eine te^te lool^Igeorbnete 3Jtenge, bte fogenannte äJlenge W 
bilben, bte aber nadg @^Qntor !etnen jDrbnuttgSt^puS unb bemnad^ feine 
97lftd^tig!eit mel^r befi^en foQ. 

Stad^bem loir uniS fo mit bem Sefentlid^en unb für unjere Unter« 
fud^ung UnentbeJ^rli^en aus ber transfiniten 3<t^Iettle]^re g^antorS 
be!annt gemad^t l^aben, teoQen mx nunmel^r bie 97löglid^!eit ber 3(n- 
tnenbung berfelben an bai$ !onfeIutit)e S)iiSfretum unterfud^en. SBir 
iDerben bieS an ber erften einfad^ften t^oxm beiSfelben, an bem nadb 
oben unenbUdg fein foQenben S)i$!retum, Dornel^men, toeil fid^ bie 
baran gewonnenen 9tefultate fel^r teid^t aud^ auf bie äbrigen ^formen 
flbertragen laffen. 2)aS einfad^^e 93etf))iel be$ nadg oben unenblid^en 
fonfelutiDen S)ii$!retumi$ ift offenbar eine gerablinige ^unüenmenge, 
beren ^unftenjal^l gleidg SantorlS a> ift refp. fein foU. 3Bir fteKen 

fie in ber gig. 3 bar, toorin bie StredEen unb bie 

il^nen in ber O^ig. 2 gegebenen SBebeutungen l^aben. 2)a nun eine 
fold^e ^unltenmenge ber ä^orauSfe^ung gemig aus lauter !onfe!uti))en 



(i> 



afig. 3. 
(0 V 4 3 2 1 

afig. 4. 

!Punften befielet, fo entf))rid6t jiebem eingelnen il^rer 5Pun!te, t)on bem 
tnit 1 begeid^neten angefangen, eine beftimmte Orbinalgal^I aus ber 

tool^lgeorbneten 99lenge enblid^er Orbinalgal^len 1, 2, 3, 4, v, . . . , 

loie bieS aus bem SJergleid^ ber Qfig. 3 mit gig. 2 leid&t einaufel^en 
ift. ®em legten in ber Unenblid&feit Uegenben 5Jun!te bicfer SWenge 
entf})rtdgt bie Heinfte tranSfinite Orbinalgal^I, toeldge ben £)rbnungS= 
t^pus jener 9Renge aQer enbtid^en Orbinalgal^len barfteOt, alfo bie 
Orbinalgal^l co. 

®ie geometrifd^e aJienge ber ^ifl. 3, bie fo ber aritl^metifdöen rDO%U 

georbneten 3Äenge 1, 2, 3, 4, v, w entfpric^t, ift offen= 

bar felbfi eine tool&Igeorbnete 3Dlenge, ba pe in folgenben ßigenfd^aften 
mit il^r flbereinftimmt : 1) fie l^at ein erfteS Clement es ift ber ber 
Drbinaljal^I 1 entfpred^enbe ^Punlt; 2) jebeS il^rer Elemente l^at ein 
il^m unmittelbar nad^folgenbes, fo loie auf jebe enbli^e Drbinalgal^l 

8* 
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eine itädöpl^ölftete xt]p. tiftd&pgröBere folgt; 3) ber ber Drbtnalgal^I 
(0 entf))re$enbe $un!t liegt e6enfo au^erl^alb beS ©ebtets ber ben 
enbUd^en Drbinoljal^len etilft)rcd6enben 5ßunfte, b. 1&. er liegt in Begug 
auf ben 5ßunft 1 in unenbUd^er, toftl&renb jeber einer enblid^en £)rbi= 
naljal^I entfpredöenbe 5Punft in enbK(^er Entfernung öon biefem 5ßunfte 
liegt, toie bie Drbinalgal^I o> au^erl^alb beS ©ebietS enblid^er Drbinal= 
gal^Ien liegt, b. ^. in bie Sleilfte berfelben gar nid^t l&ineingel&brt. Sluf 
Orunb biefer brei ööDig übereinftimmenben (Sigenfd&aften la^t ftd& 
a(fo bie geometrifd^e n)o]^Igeorbnete !Dlenge ber O^ig. 3 gang \ot>^ unter 
ben Segriff ber aritl^metifi^en tool&Igeorbneten SDIenge 1, 2, 3, 4 . . . v 

ö) fubfummieren unb biefe le^tere alfo auf bie erjiere toentgjtenS 

formeÄ ganj tabello« antoenben. S)ie geometrifc^e tool&lgeorbnetc 
SOlenge ber gig. 3 l^at aber getoiffe iSigeufd^aftcn, burdö bie fie ftd6 t)on 
ber entfpredöenben aritl^metifd^en tool&Igeorbneten SDlenge loefentlid) 
unterfcfeeibct, fo baß baburd^ bie Slntoenbung beS SegriffS ber festeren 
auf bie erjiere ju SBiberf})rüd6en fül&rt, bie bie tranSfinite Sol&lenlcl^rc 
ßantors nid^t gu üBertoinbcn öermag, fo ba§ »ir baburd^ gu geiotffen 
funbamentalen Umbilbungcn biefer ßcl^re genötigt finb, burd& bie aber 
bie eigcntlid^en SBiberf))rfid6e beS Unenblid^en nur bejio offenfunbiger 
gutage treten. 

®er erfte unb gugleid& ber 6egriffKd& primäre Unterfd&ieb gteifdöen 
ben beiben ^rten ber lool^Igeorbneten 9Jlengen befielet barin, ba%, 
»äl^rcnb bem l&öd&ften (Slemente ö> ber aritl^metifd^en tool^Igcorbneten 
ajienge 1, 2, 3, 4, . . , . v . . . . co (ebenfo toie beut erjien @lement 
berfelben) lein foId^eS unmittelbar öorauSgel^t — ba c§ feine größte 
enblidfee Drbinalgal^l gibt unb nad6 ©antor «> — 1 (refp. w — v über= 
l^aupt) gleidö w fein foff — , bem ]§öd&jien ßlemente ber entfprcd&cnben 
tool^lgeorbneten geometrifdöen aJlenge ber ?Jig. 3, b. % htm ber Drbt= 
nalgal^t w entfpred&enben 5Pun!te, unmittelbar ein foldöer t)orauSQe]§t, 
ba ja biefe 3Jlenge ber SSorauSfe^ung gemftfe auS lauter Ionfc!utit)en 
fünften befielet. 

®er gtoeite aus biefem erften unmittelbar fid& ergebcnbe nid^t 
minber wid&tige Unterfd^ieb befielet barin, bafe, toöl^renb bie Umfel^rung 
ber aritl^metifd^en tool^Igeotbneten 9Äenge 1, 2, 3, 4 . . . v, . . . ö>, b. I^. 
ber entfpred&cnbe inöerfe Drbnunggt^puS *<ö + 1 unmöglidö ifl — toetl 
bem ©liebe w in biefer ajlenge lein ©lieb unmittelbar öorauSgel^t^ — , 

1 ^ergl. ^. 64önf(ie^, »dal^reSlbettd^t ber beutfd^en ^atl^ematifer-^eretmoung", 
$b. 8, $efi 2, 6. 36. 
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bte Umlel^tung bei ber entf))red^enben geomettifd^en tDol^Igeotbneien 
fDltxiit offenbar möglid^ i% benn l^ier gel^t bem ber Orbtnalgal^I a> 
entfpred^enben fünfte unmittelbar ein anberer $un{t borauS uftD. 
2)ie 5i9- ^ ft^Öt i^i^fß Umfel^rung ber geometrifd&en SWcnge ber 
S^tg. 3 bar, inbem barin ber ber Drbinaljal^t a> entfpred^enbe 
$unft ber festeren ber Orbinalgal^l 1 entfprid^t unb umgelel^rt ber 
ber Drbinalgal^I 1 entfjjred&enbe ^unft ber Drbinaljol&I <a in il&r 
cntfi)rid&t, Sluf ©runb beS erpen toefentUd^en Unterfd&iebS jtoifd&en 
ber aritl^metifd^en too^Igeorbneten SDlenge 1, 2, 3, 4 .... v .... w 
unb ber entfpred^enben geometrifdgen lool^Igeorbneten 37lenge ber 
{Jfig* 3 erl^ebt fid^ bie toid^tige O^^age, toa^ fflr einer Orbinalgal^t ber 
bem legten «>s^n!te biefer te^teren STlenge unmittelbar t)orauSge]^enbe 
^Punlt entfpridöt? Sluf biefe Srage finb offenbar nur folgenbe brei 
Slnttoorten mSglidö : 1) enttoeber entf:^rid&t biefer ?Punf t einer t)on bcn 
CO üorauggel^enben Orbinaljal^len ber obigen lool^Igeorbneten aritl^me- 
tif d^en SDlenge, alfo einer enbUdöen Drbinaljal^t ; ober 2) biefer 5ßunft 
entfprid&t ber Drbinalgal^l co felbft; ober 3) entft)rid&t biefer 5Pun!t 
einer giDifdgen ben enbUd^en Drbinatgal^Ien unb ber Orbinalgal^I a> 
liegenben Drbinalgal^I, alfo einer öon o> Heineren tranSfiniten Drbi» 
binaliial^I. 

2)ie erfte ^ntmort ift an unb für ftd^ bie natflrlid^fte, loeit fie 
ftd^ unmittelbar auS ber t)orauggefe^ten 9latur ber geometrifd^en 3Jlenge 
ber 5ig. 3 ergibt. S)enn ber a5orau8fe|ung gemäß fott ja bie 3ln= 
iafil aEer bem legten (os$un!t biefer äJlenge DorauSgel^enben fünfte 
gleidö ö> fein, toorauS ol^ne toeitereS folgt, ba§ jeber biefer ^Punfte 
ebenfo einer enbUdfeen Drbinalgal^l entft)rcd^en muß, »ie bie ber Drbi= 
naljal^l co üorauSgel^enben Orbinatgal^Ien aUe enblid^ finb. Slber ob= 
gleid^ biefe erfte ^nttoort bie natfirlidgfle ift, ift fie bod^ jugleid^ bie 
unmöglidöfle, loeil fie einen unmittelbaren S33iberft)rud6 in fid6 entl^ölt. 
3)enn toenn ber bem ws^unfte ber geometrifd^en 9Äenge ber gig. 3 
unmittelbar DorauSgel^enbe ^unft einer enblid^en Drbtnalgal^I ent» 
fprid&t, fo bebeutet baS nid^t mcl^r unb nidftt toeniger, als baß bie 
5Knja]&l ber bem ö)=5punfte öorauSgel^enben 5Pun!te jener SÄenge eine 
enblid&e tft, toorauS folgen müßte, baß bie Drbinaljal^I w felbft enb= 
tid& ijl, toag ein offenbarer aBiberf))rud& ift.^ ®iefe erjie Sülöglidöleit 

^ SDiefer 9Btbetf|)rud6 entf))tt4t bem fogenannten SBtbetf^tud^e ber unenbUd^en 
Soil, betn erßen @runbto!ber{|)tu4e be§ Unenblid^en. SBergl. batübet «^t. b. 9Jl.', 
6. 195. 
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t^ alfo gan) auSsufd^Hegen, toenn (S^ntotS ttanSftntte S^l^I^nlel^re 
auf baS lottfelutiüe unenblid^e S)i8!retum tetberfprudgSloS angetoanbt 
toetben foll. 

2)te gtoeite SlntiDort fd^etnt bagegen bte etn}ige legitime ju fein, 
menn man auf bem 99oben ber itanSftntten 3<^^Ienle]^re &intot$ 
fielet. 2)enn ba He geomettifd^e 3)lenge ber Of^fl- 3 umfol^rbar ifi, 
fo ifl es tatfftd&Hdg in bejug auf biefe äJlenge einerlei, ob xoxx in betn 
^uSbrud (0—1, bie bie nad^ SBegnal^me eines fünftes aus biefet 
SRenge fibrigbleibenbe aJlenge barflellt, biefen $unlt als ben S(nfang§= 
ober als beri bem @nbpun!te berfelben 3Jlenge t)orauSge]^enben $un{t (bo 
ber Snbpunft felbft nid^t ju ber ^nltmenge gel^öri) betrad^ten, fo bag 
alfo, toenn, toie ©antor bel^auptet, « — 1 = co ifi, ber bem 6nb|)unBe 
Cd in iener SJlenge unmittelbar t)orauSge]^enbe $un!t tatfftd^ltij^ 
teieberum nur ein co^^unlt fein tdnnte (b. f), bie Slnaal^I aller il^tn 
DorauSgel^enben fünfte toflrbe toieberum co fein). 9[uf @runb be§» 
felben SlrgumentS mfigte bann aber aud^ ber biefem unmittelbar 
t)orauSge]^enbe $un!t toieberum ein cos^unlt fein ufto., fo bag 
über]^au))t jeber bem @nb))unft co j|ener äßenge ))orauSge]^enbe, in enb^ 
lid^er S)iftan3 Don il^m ftd^ beftnbenbe $un!t toieberum nur ein &>' 
$unlt to&xt. 

Solange loir nun bei ber geometrifdgen Ionfe!uti))en SRenge 
erfier Orbnung verbleiben, liegt !ein Siberf))rud^ in biefer Slntmort, 
tt)enn bie SO^öglid^Ieit einer fold^en unenblid^en !onfe!utit)en 3Jlettge 
überl^aupt t)orauSgefe^t loirb (loaS biefe l^^potl^etifdge Sinfd^rdnfuttg 
bebeutet, toerben toxx erft f))dter feigen). Sobalb toir aber eine geo- 
metrifd&e lonfefutiöe SOtcnge gtoeiter Drbnung in SSetrad^t giel&en, 
fü^rt bie ä^orauSfe^ung, auf ber bie gleite Slntioort berul^t, gu offen- 
!unbigen 9Btberf))rüd^en, bie fid^ (aEerbingS nur t)orläufig) nur burd^ 
eine tiefgel^enbe Umbilbung ber tranSfiniten Scil^tenlel^re S^antorS m- 
mciben laffen. SBir betrachten alfo nunmel^r eine geomctrifd^e toojl-- 
georbnete 9Äenge, beren le^tcr, in ber Unenblid^Ieit liegenber ?ßunft 
ber Orbinalgal^l co-2 entf))red^en foQ. S)ie t^ig. 5 fteOt eine fol^e 

5Pun!tmenge bar: bie ©tredCen unb l^aben in 

biefer {Jigur bie il^nen frfll^er gegebenen Sebeutungen. 

SBenn nun bie gtoeite 9lnttoort auf bie oben geflellte S^rage, 
ref)). beren SSorauSfe^ung, ridbtig todre, fo liege ftd& bie fünften« 
menge ber Ofig* ^ flberl^au))! nid^t !onftruieren. S)ie 3Jlöglid^!eit biefer 
5Punftenmengc fielet aber üon öornel^erein fefl. S)enn toenn bie bc= 
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ftimmt unenbUd&e, her Dtbinaljal^l co (rcf^). o)+ 1) entfj)red6enbe 5PunItctt= 
menge ein le^teS ©lieb, b. 1^. einen @nbt)unlt in ber UnenbUdgfeit l^at, 
bonn lönnen biefem 5Pun!te offenbar — nnb biefi ip bei bet f onfeJutiöcn 
Slauntform um fo einleudgtenber, ba l^ier !ein loefentlid^er Unterfd^ieb 
3tt)ifd6en Slnfang nnb @nbe einer unenblid&en ©trede bepelzt — toeitere 
!Pun!ie nnb alfo eine unenblid^e Slnjal^l Don fotd^en l^ingugefflgt 
tDerben. Stellt nunmel^r bie 9)löglid&!eit einer folgen ^nüenmenge 
t)on oornel^erein feP, fo li^t ftd6 leidet aeigen, ba% bie ©runbDorauS» 
fe^ung Cd — 1 refp* co — v f ei = co, qu8 ber pd^ bie obige ?lnttoort 
ergab, pd^ nidgt mel^r fepl^alten Iftgt, toenn bie $un!tenmenge ber fjig. 5 
fonpruiert toerben fod. 2)enn toenn jeber in enblid^er 2)ipan3 t)on bem 
legten ber Drbinaljal^I a> entfpredgenben $un!te ber geometrifdgen 
3Renge ber gfig. 3, bie openbar ben integrierenben 93ePanbteU ber 
^Junltenmenge ber {Jig. 5 bilben mufe, Hegenbe 5PunIt ebenfo ber Drbi» 
nal^Ql^l (» entfprid^t toxt il^r le^ter $un!t, bann !ann, toenn bie ^n!t= 
menge ber gig. 5 möglidö fein fott, offenbar fein biefem (enteren in 
ber ^unltenmenge 5 nadgfolgenbe $un!t ber Orbinalgal^l a> mel^r 
entft)red&en, ba pe ben Drbinaljal^Ien co+l, <id + 2, cd + S... 
ö) + V unb fd^IiepUd^ cö*2 entf^jredöen mflffen. 3P bem nun fo, bann 
ergibt pd^ eine mer!tofirbige @d&toierig{eit, bie nur burd^ baS grauen- 
laffen ber ©runboorauSfe^ung, »onad& w — 1 ref}). «o — v gleid& ca 
ip, bel^oben toerben !ann. 2)enn toenn jeber ^nft, ber htm legten 
^Punltc ber erpen bePimmt=unenMid6en ©tredfe in ber {Jig* 5, t)on 
mit 1 begeid^neten $un!te angefangen, t)orauiSge]&t, ebenfo toie biefer 
ber Orbinalgal^I »> entf))rid&t, bann fann offenbar jeber biefer ^n!te 
mit gleid^em 9led6te aii ber le^te in biefer äJlenge betradgtet toerben, 
b. 1^. in ber bepimmt-unenblidgen @trede jtoeiter Orbnung ber t^ig. 5 
gibt e8 in ber mittleren Siegion leinen beptmmten 5PunIt, ber ben 
legten 5Pun!t ber erpen SOtenge erper Drbnung unb ben 3lnfang ber 
jtoeiten SJlenge erper Orbnung in biefer SRenge barpeUen toflrbe, 
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tDQ8 ntdgts anbeteS bebeutet, ate ba^ eS flBetl^au^t feinen fold^en gibt 
(benn et mügte offenbar ein beflimmter fein), tooraus folgte, ba^ bie 
^unltenmenge ber Sfig. 5 felbß unmdglid^ todre. 9Ran !ann bieS 
aud^ anbete unb fd^Arfet auSbrfiden: ifl jeber bem $un!te a> t)otaug» 
gel^enbe $un!t felbfl ein (o^^unÜ, fo mu^ aud^ jeber bem (legten) 
(os^unft nadgfolgenbe ^nft ein a>=$un!t fein, benn jjeber iA-^unft, 
bem ein anberet (»s^unÜ DorauSge^t, ift ja in begug auf ben le^teren 
felbft ein nad^folgenber $un!t, alfo ifl in ber mittleren ätegion ber 
^Punftenmenge ber 5ig. 5 jeber $unlt ein ws^unft, ein co -j- 1= 
xt\p. ö> + vs^unft fomit unmöglid^ unb biefe 5PimItenmenge felbfl 
ate ©anjed unmöglich. 

S)iefe @d^toierig!eit Idgt fi(^ offenbar nur fo belieben, toenn bie 
®runbt)oraudfe^ung, t)on ber toir ausgingen, ba§ nimßd^ co — 1, 
reflp. CO — V = 0) ijl, für falfdö erlldrt toirb unb alfo «o — 1, w — 2, 

a> — 3, CO — V, ... f ttr t)on a> t)erf d^iebene, Don il&r Heinere 

unenbUd&e Söl&Ien erlldrt toerben, toie co + 1, «> + 2, «> + 3, .... 
CO + V, .... öon CO Derfd&iebene Don i^r größere unenbKd&c S^^tcw 
ftnb. SBirb bieS Doraufigefe^t, bann üerfd^loinbet bie obige @dgtt)iertg- 
feit oon felbfi. S)enn bann gibt eS in ber !ßun!tenmenge ber S^tg. 5 
einen ganj befiimmten 5PunIt, ber baS 6nbe ber erften SJlenge erfier 
Orbnung unb ben Anfang ber gioeiten äJlenge erfter Crbnung barin 
barfteOt, ba in ber ä^orauSfe^ung eines fold^en fünftes tetn SBtber^ 
fpruc^ mel^r liegt (felbftberftdnbtid^ ift l^ier nur t)on einem co^^untte in 
feftgefteQtem aritl^metifd^en Sinne bie Stebe), toeil ja bann jeber ber tl^m 
DorauSgel^enben, in enblid^er 2)i{tan3 t)on il^m fid^ befinbenber $un!te 
einer ber Söl^len co — 1, co — 2, co — 3, , . . co — v, .... entfptidöt 
unb alfo jeber ber il^m nadgfolgenben ebenfo in enblidger S)iftanj Doti 
il^m fid& befinbenben fünfte einer ber Sorten w + 1, ö> + 2, co + 3, 
ö> + 4, .... CO + V, .... entfpridöt unb bemnad^ bie ^Punftenmcnge 
ber gig. 5 gang tool^I mögUd& iji. 

©0 l&dtten loir alfo biefe @d6u)icrig!eit, bie fid& au8 ber 3ltt= 
n)enbung ber tranSftniten Sal^Ien @antorS auf bie geometrifdgen 
lool^Igeorbneten !Dlengen ergibt, burd^ bie SBorauSfe^ung tranSfttttter 
3alÖIen Don ber S^orm co — 1, co — 2, co — 3, . . . . co — v, . . . . 
glüdEßd^ fibertounben. Um biefe le^teren S(^W^ i^ ermöglidgen, 
mflfete nun eine tiefgel&enbe Umbilbung ber tranSfiniten Sal^Ienlcl^re 
SantorS Vorgenommen koerben. SSon ben beiben ©runbDorauSfe^ungen, 
auf benen biefe Seigre berul^t, ber SSorauSfe^ung ber Orbinalgal^l co 
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als ber Gefamtl^ett aUet enbltd^en Orbinolgal^leit unb ber fSoxanB- 
fe^ung ber ©leid&^eit ber S^etltnenge einer unenblid^en 3Jlenge mit 
bem ©anjen ber Sölenge, umfe nämlidfe biefe gtoette SJorauSfc^ung fallen 
gelaffen »erben, toenn bie JüiögHd&Ieit ber obigen Drbinalgal^len ju= 
gelaffen toerben foB. 

S)a§ nun biefe jtoeite SJorauSfe^ung fallen gelaffen toerben fann, 
b. f). ba§ fie t)on ber erften 93oraudfe^ung ber 3^^! ^ unabl^ftngig 
ifi, iP leid&t nad^jutoetfen. 3d& tottt bieS junftd&ß an einem Seifpiele 
öerbeutUiJen. SRel^men toir bie ©efamtl^eit aller enblid&en Drbinal= 
gal^Ien, tote fie, il&rer ©röfee nad6 georbnet, bie tool&lgeorbnete 3Jlenge 
t)on bem DrbnungSt^puS a> btiben: 

1, 2, 3, 4, 5, 6 V, 

unb berglei^en fie mit ber ©efamt^eit aQer geraben enblid^en Or= 
binaljal^Ien, bie, il^rer ©rö§e nad^ georbnet, nad^ ®antor toieberum 
eine tool^Igeorbnete SKenge öom Drbnung8t^l)u3 w bilbcn: 

2, 4, 6, 8, 10, 12, 2 V, 

2>iefe le^tere tool^lgeorbnete 3}lenge foE alfo nad^ @^antor biefelbe 
Slnjal^I Don Elementen toie bie erfte äJlenge befi^en, toeil i^bem @Ie= 
mente ber erjien SKenge ein foId^eS in ber jtoeiten 2Jlenge entfprid^t, 
»eit in ber unenblid^en SÄenge aller enbüdöen 3öl&len jebe S^I&I eine 
gtoeimal t)on i^x größere l^at. ®a aber alle ßtemente ber jtoeiten 
3Jlenge in ber erjien SDlenge aud6 öorlommen, fo bilbet fie offenbar 
eine Seilmenge Don il^r, alfo toflrbe eine STeitmenge biefelbe Slnjal^I 
»Ott ßlementen entl^alten toie bie ganje aJlenge. SBßie man l^ierauS 
fielet, befielet baä ©leid&l&eitsfeiterium ©antorS in begug auf bie Dr= 
binaljal^Ien (er bel^nt baiSfelbe bann aud& auf bie Aarbinaljal^Ien aus, 
loaS uns l^ier j[ebod& nod^ nichts angelet) in bem einbeutigen @in= 
anberentf))red6en ber ©lemente jtoeier unenblid&en SJlengen 
nad& irgenbeinem befonberen SBerl^ältniS in bem biefe 6le= 
mente gucinanber jlel^en. 

Slufeer biefem ©leid&l^eitsfriterium für bie unenbtid&en aJlengen nun 
Idgt fid^ aber offenbar nod& ein anbereS mit ebenfold^er 99ered^tigung 
ben!en. S)a^ bie gtoei obigen unenblid^en äJlengen im @inne Kan- 
tors einanber gleid6 (xt\p. äl^nlidö) finb, ift unjtoeifell^aft. 6S fann 
aber bie fjrage crl^oben toerben, ob nid&t baSjenige Äriterium, bem= 
gemft§ eine unenblid^e ajlenge als Seilmenge einer anberen unenb= 
lid&en SKenge gu betrad&ten ift ober nid&t, ob biefeS Kriterium, auf 
bem ja fdöKefelidö baSjenige ©antorS, intoiefern basfelbe bie ©teid&= 
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l^ett atotfd^en bem ®an]en unb bem Zeile ^tutert, betuH mSjH 
cid ®teid^]^eit8{rtterium fftr bte unenblid^ett Stengen bienen lönnte? 
Unb tatfdd^Iid^ !ann baSfeße gan) gut oii fold^es gelten. S)tefem 
Kriterium gemft^ tofixben jtDei unenblid^e SDlengen nur bann 
gletd^ fein, toenn fie (quaütatit)) biefetben Stemente ent- 
Italien, fo bag biefem Ariterium gemftg bie beiben obigen äRengen 
nidgt gleid^ fein lofltben, Dielmel^r tötet bie etße Stenge boppelt fo 
gro§ nne bie gleite, b. 1^. bie Sngal^l ber (Elemente in ber erfien 
Stenge toixt gioeimat fo grog als bie Sngal^l ber (SIentente in bet 
gleiten Stenge. SBenn bie unenblid^en Stengen gejftl^It totthtn 
follen, mügte, um biefeS ©leid^l^eitsbiterium anioenben ju fönnen, 
bie qualitative Sefd^affenl^eit ber Elemente in 93etra$t gebogen xotihtn, 
bieS mfi^te aber gleid^fam t)or bem XbftraftionSproge^, burd^ ben bie 
Orbinaljal^I im @inne &intor8 entfielet, t)orgenommen »erben, um 
feftgufienen, ob bie beiben Stengen biefelben Elemente entl^atten ober 
nid^t, bemgemS^ fie einanber gleid^ ober Derfd^ieben Doneinanber ftnb, 
toeld^e ®Iei(^]^eit ober SSerfd^iebenl^eit bann einfad^ auf bie ent= 
ft)red&enben Drbinalgal^len gu übertragen todre.^ 

^ S)aB man ein foId^eS (Rlttd^l^eitSfritetiitm fftr bie unenbU^en HRengen auf- 
lleSen tonn, ifl tninbe^enS ebenfo erlaubt, loie e§ erlaubt i^, baS dUei^l^eitSfritenum 
diantorS fftr biefe ^tn^tn aufgu^en. 3ur Sefrfiftiipmg biefer IBel(au|)tttng berufe 
id^ mid^ auf (Spanier felb^, ber in feinem Suffa^e ^^Tiittetlungen }ur Seigre Dom 
ZranSflniien' (»Seitf^rlft fttr WMo^l^ie unb ))]6ilofo))l^if4e ihitif, «b.91, 6.123,4) 
baS bon i|m aufgefteHte (i^letd^l^ettshiterium nid^t gleid^bebeutenb mit ber ^e^au^iung, 
»bal ben fonfreten Sltengen M unb M' (ttobei M bie gan^e unenbUd^e SJlenge unb 
M' eine Seilmenge bon il^r begeid^net) eine unb biefelbe 9leaIttSt )uIomme', fein iS^t, 
ia er gibt fogar inbirelt bie ^bglid^Ieit beS gtoetten (S^Ieid^l^eiiSfriieriumS in, inbem 
er fagt, ba( ,yber alte, fo oft toteberl^olte Sa^: cTotum est majus sua parte» 
ol^ne IBetoeiS nur in be)ug auf bie, bem (Sanjen unb bem Seile gugrunbe liegenben 
(Snti taten augeftanben toerben" barf. ^el^r als bieS toiQ aber aud^ unfer (&UW 
l^eitsfriterium nid^t: ffatt bie einbeutige S^orbnung ber (Elemente einer unenbltd^en 
STtenge unb il^rer Seilmenge gum ^leid^b^itsltiterium ber unenblid^en Mengen jn 
mad^en, idnnen n)tr ia, um in ÜBeretnftimmung mit ben enblid^en ^Tiengen 3U bleiben 
(bei benen überl^au^t beibe (S^leid^l^eitSfriterien jufammenfaQen), baS ^er^SltniS be§ 
dntl^altenfeinS berfelben Elemente in i^nen (ober ber Realität in (SantorS Bpxaiit) 
3U einem foldften jtriterium mad^en, loie bieS aud^ tatf5d(lid( bon Seronefe in feinet 
tranSflniten gal^lenlel^re (bargefteOt in feinem großen SBerfe «Fondamentl di Geo- 
metria» — beffen überfe^ung unter bem Sitel ^(S^runbgfige ber Geometrie bon mebteren 
SDimenflonen' bon 9t. S^tpp, Mpm 1B94 erfd^ienen ifi) getan loorben i^. S)a (Kan- 
tor, »ie aus feinen obigen HuSffll^rungen erl^eHt, bie 9]t5glid6feit btefeS bon bem 
feinigen abtoeid^enben d^leidft^eitSlriteriumS im^lisite )ugibt, fo ifi eS um fo mel^r )» 
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SBte man l^tetauiS fielet, iß bas ®(etiig|ett8lrttertutn SantorS eine 
ft)e3iene ^(nnal^me, bie fidg t)on feinet etflen SSotanSfe^ung ber 3<^^I 
<<> S^^^i 9^1 trennen I&^t unb bteS um fo ntel^r, ba ja bas Snt» 
l^altenfein berfelben SIemente baS einjige ben!6are Ariterium jur (Snt- 
fd^etbung ber O^rage, ob eine unenblid&e äJlenge Seilmenge einer 
anbeten iß ober nid^t, bilbet unb ol^ne bafifelbe (Sxintox^ Atitetium 
felbß fi6er]^au))t unben!6at lodte, ba man ia bie Elemente gtoeier 
SJlengen nut nad& einem Befonbeten SworbnungSgefe^ einanber ju« 
orbnen !ann, ein foIdgeS ®efe| aber Dl^ne 9tfiä{t$t auf bie quaKtatit)e 
äSefd^affenl^eit bet Elemente unbentbat iji. 

SBitb nun fo ba$ ©leidgl^eitsltitetium (SantotS fallen gelaffen unb 
baSjenige SSetonefeS (üetgl. bie t)otige ^nmet!ung) an feine Stelle 
gefegt, fo toetben bie Dtbinalgal^Ien t)on bet gotm w — 1, «> — 2, 
CD— 3, (0 — 4, ....CO — V.... ganj wol&I mögK(6. SDenn 
biefe 3<t^len entf))ted&en bann ben tool^lgeotbneten SD^engen 

2, 3, 4, 5, 6, .... V 

3, 4, 5, 6, .... V 

4, 5, 6, .... V 

5, 6, .... V , 

tDaS au§ bem S&etgleid^ biefet äJlengen mit bet lool^Igeorbneten 37lenge 

1, 2, 3, 4, 5, 6, .... V 

I^etüotgel^t. 2)enn bie etfte jenet SDIengen entl^&It alle (Slemente bet 
leiteten au^et bem einen (bem etfien), bie gtoeite ade auger gtoeien 

üettounbetn, ba^ er in ben bteSBeaflglt^en fLuSft^tun^tn SSeronefeS (bergl. tnSbefonbere 
§ 45 c unb § 93, Sem. I, im Sufammenl^ang mit § 21, 2)ef. I unb II, in bem 
angeffl^tten 9Bet!e SBeronefeS) lauter toiberf|>red(enbe 9(uf{ie0unfien l^^^t erblidEen 
fönnen (bergl. Ctotor, ^^otl^ematifd^e llnnalen', %b. 46, 6. 500 f., unb bie ^nitooti 
SeronefeS barauf in berfefben Seitfd^rift, 99b. 47, @. 427 ff.). Übrigens f)ai f d^on ^oU 
jano (bergl. beffen ,$arabosien beS Unenblid^en', 2. 9[uf[. 1889, § 21—24, @. 31 
bis 36) ben Unterf^teb beiber (Slei^l^eitSirtterien Üar auSeinanbergefe^t unb fid^ ent- 
fd^ieben für boSienige SeronefeS auSgef^irod^en, obglei^ er in ber 9(nioenbung auf 
CHnaelbeifpiele biefelben nod^ nid^t genügenb ju unterf^eiben toetg (fo in bem Seif^tele 
auf 6. 54, g 33, loo bas fel^lerl^afte Slefultat, bag bie ®r0ge ber Summe aller 
Cuabratjal^len in ber natürlid^en Sal^lenreil^e gröger alS bie Summe ber erften 
^otenaen biefer S<^W^ f^/ nur baburd^ getoonnen loirb, bag Solaano einmal baS 
(Santorfd^e unb bann baS SSeronefefd^e ®leid^^ettSfriterium antoenbet, tofi^renb bie 
alleinige ^nioenbung iebeS bon biefen beiben jhiterien su abioeid^enben 9iefultaten 
ftt^rt, biejenige beS ^antorfd^en nämlid^ aur @Ieid^l§eit ber beiben Summen, biejenige 
beS Seronefefd^en aum entgegengefe^ten Sflefultate be§ ©rögerfeinS ber Summe erfler 
^otenaen). 



44 Dritter 2(bfd?nttt. 

(bem erflen itnb betn jttKtten), bte britte alle au^et breten (betn 
erflen, jtDeiten unb britten) ufio. @o6aIb alfo baS (SkxÜf^eiÜ^ 
fxUmnm &intor8 faQen gelajfen teirb, ftnb aud^ unenblic^e 3<tl^ten, 
bte Heiner al8 a> ftnb, ntögUd^. SBd^renb m bte ®efaintl^ett aller 
enblid^n Orbtnaljal^Ien barfteOt, fteOt co — 1 bte ©efanti^ett aller 
enbUd^en Orbinaljal^Ien au^er einer, o> — 2 bie ®efamt]^eit aller 
au^er jlDeien, o> — 3 bie ©efamtl^eit aller au^er breien ufm., 
a> — V bie ®efamtl§eit aUer enblid^en Orbinaljal^Ien au^er v fold^en 
ufto/ S)a eS nun feine größte enblid^e Orbinaljal^I gibt, fo itrirb 
es offenbar aud& !eine Heittfle unenblid^e Orbinalgal^I a> — v geben, 
unb biefer festeren 3ckl^Ien toirb eS offenbar nad^ bem 9}eronefefd^en 
®Ieid^l^eit3!riterium a> geben, totxl jebed Slement ber 37lenge (co) in 
ber äJtenge co — 1, ca — 2, cd — 3, . . . co — v . . ., nur mit ne= 
gatiDen ^orjeid^en, Dorlommt.' 

S)iefed le^tere Olefultat ifl nun an unb ffir fid^ ettoaS fel^r 
aÄerlioürbige« : bie unenbUd^en Söl&fen ^on ber gorm co— 1, co — 2, 
CO — 3, .... V ... . werben auf ©runb bcöfelben ®Ieid6]&eitS= 
friteriumS, auf ®runb bef[en bie Drbinalgal^l co feine Sinjigartig- 
leit ate bie Heinfie tranöfinüe Drbinaljal&I Verliert, biefer Sc^U untcr= 
georbnet, b. 1^. burd^ biefelbe gejAl^It. 2)ie Sad^e l^at aber an {td^ 
fd^UegUd^ nid^tS äBunberbareS, toenn toir beben!en, bag bie Drbinal= 
iaffl CO begrifflid6 ben Drbtnalgal^Icn oon ber 5orm co — v DorauS= 
gel&en mufe' unb in biefem ©inne unter attcn tranSfinitcn Sal&len 



> 2)a es feine grd^te enbli^e gol^I gibt, fo i^ eS Hat, ba^r tein atitl^metifd^ 
abfitalt genommen, bie t^on ber S(^¥ ^ abjugiel^enben enblid^en So^V^^ ^^nt borberen 
Steile ber tool^lgeorbneten 97lenge (a>) angel^ören toerben, ba ein binterer Seil betreiben 
jireng genommen gar ni^t e^ftiert. Da aber bie geometrifd^e tooblgeorbnete 3Jtti\^t 
(u> + 1) umle^rbar ifi, fo liegt (eine 84toierig!eit ber 9tnmenbung biefer S<^W^ auf 
biefelbe. 

* (&ttDxi ifl biefe SSebauptung, ba( bie Stnjabl ber Sob^^ bon ber Sform cu— v 
glei(b ber flnjabl ber S^b^en v ift, |)arabo£, toenn man aber nun einmal foldbe 
Sablen aulft^t/ bann ifl eS offenbar, ba^ (u— v nie einer enblitben S^bl glei(b ii^erben 
lann, fo grog v au^ fein mag, unb ba eS wsgal^len üon ber Qfotm v gibt, fo mug 
es aud^ u>»3ablen bon ber gorm cd— v geben. 

B 2)a6 bem loirilid^ fo ift, ld(t fi^ au(b folgenberma^en einfel^en. 2)ie Sabl 
ü>— 1 ift ni(bt eine So^h bie ber 3abl (u fo oorauSginge, toie ettoa ber S^fjji 2 bie 
Sabll borauSgebt, benn toöbrenb 2—1 nur beSbalb = 1 ift. »eil 2= 1 4- 1, i^ «» nid^t 
in bemfelben ©inne = cd — 1 + 1, fonbern, bamit bie 8abl «>— 1 als foldje begriff li^ 
m5gli(b ^^i^be, ift jubor ber 99egriff ber gal^l u) nötig. Denn bamit bie Vnjabl aller 
enbli(i§en 3<^bl^u auger einer begriff li^ mbglid^ tt)erbe, ift juüor ber Segrtff einer 
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eine StuSnal^nteftelluns einnimmt: fte ifl eben bie erfte ttanSftnite 
Drbinaljal^I, bie auf bem bireften SBege qu8 ben cnblid^en Dt» 
btnaljal^Ien entfielet unb bleibt unter ben tranSfiniten Drbinoljal^Ien, 
bie auf ®runb ber beiben belannten @rjeugung§:prin3i))e @4ntoxS in 
biefer bireften SBeife entflel^en, bie Ileinjie. ©antorS tranSfinite 
3cil^Iett im engeren ©inne bleiben alfo aud6 bann bcftel^en, toenn 
fold^e öon ber negatit)en 3form («o — v, a>-v— v, ö>^ — v ufiD., 
ha ja, fobalb biejenigen Don ber gorm cd — v aud6 bicfc anberen 
l^öl^eren möglid^ finb) gugelaffen loerben, fo baB alfo bie ^bj&l^Iung 
ber te^teren burd^ bie erfteren nidgts SunberbareS mel^r an {td^ l^at. 
fSüix fragen uns nunmel^r, ob burdg bie (Sinffil^rung ber tranS= 
finiten Saluten üon ber Qform w — v bie transfinite Sal^Ienlel^re 
6antorS ju einer tt)iberf:prud6§lofen Slnioenbung auf baS !onfefutit)e 
unenblidöe ®i8fretum befftl^igt toirb, ober, mit anberen SBorten, toir 
fragen uns, ob bie britte Slnttoort auf bie oben gefteötc 5tage, 
ttetd^er Drbinaljal^I ber bem cos^punfte ber geometrififien Jüienge ber 
S^ig. 3 unmittelbar t)orauSge]^enbe $un!t entf))ridbt, ridgtig fei ober 
ntci^t ? ®ie 3lnttt)ort auf bief e Sftage lootten toir nun mit §ülfe ber 
g^ig. 6 geben. ®ic obere (3iffctn= ref}). SBud&fiaben-) Sieil^e biefer 
fyigtir entf:prid&t ber unteren Steil^e ber fjig. 5 t)on 1 bis od, bie nad^ 
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unferen bisl^erigen SluSfül^rungen bie richtige S)eutung ber geo« 
tnctrifdöen SW,enge ber gig. 3 barfiettt; bie untere 9leil&e biefer gigur 
entf^rid^t bagegen ber gangen unteren äteil^e ber O^ig. 5 t)on 1 bis 
(o • 2, bie nad^ unferen bisl^erigen SluSfül^rungen bie rid^tige S)eutung 
ber 5ßunltenmenge biefer festeren tfigur felbft barftellt (bie obere Sleil^e 
iDUrbe als in biefer ^infidfet unrid&tig auSgelaffen). S)ie fjig. 6 Dereinigt 

Sa^lf bie alle enbUd^en Sal^len umfagi, noitoenbig. 2)iefe3 ^egtipbetl^AltniS 
3tt>if(|en beiben 3al^Ienarten tü^ti ftJ^Ue^Iid^, tote leiti^t etnjufel^en, ballet, ba( bie 
tool^Igeorbnete SRenge, beten Otbnung§t9))uS tu i^, nut ein erfteS, aber fein le^ieS 
(SIement l^at unb ba^ bemna^ bie @ubiraftion Don ü> gletd^fam nur oon borne boll* 
gogen toerben lann, fo bag bie Saffi o)— 1 ber Sal^l ü> in ber Säulenreihe 1, 2, 3, 
.... y .... ü>, (i> + 1 , begrifflidi genommen, nid^i unmittelbar oorauSgel^t. 
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fomtt in fiäi bie ^^iguren 3 unb 5: bie baxtn bargeßeKte ^ßuttften- 
menge tfl biejenige ber S^ig. 3 (bied ifl burc^ bie obere Sleil^e aM- 
gebrüdt), bie DTbinaljal^Iett aber, bur^ bie bie $un!te biefet fünften« 
menge abgejdl^tt tt)etben follen, entfpred^en ber ^unüenmenge ber 
t^ig. 5, idqS eben in ber unteren 9tei]^e audgebrfid(t ifl. 2)enn bog 
bie Slngnl^I aQer bem cos^untte ber geometrifd^en Stenge ber gftg. 6 
(xz\p. ber Orifl* 3) DorauSge^enben $un!te gleid^ o>*2 ift (toaS in ber 
Ofigur fo angegeben ifl, ba^ unter bem 3ei(i6en <o baS 3^i(^cn (o-2 
ßel^t), folgt au8 bem oben SuSgefül^rten, ttonadg bie Slnjal^I ber un- 
enbUd^en Drbinalga^len Don ber gform co — v gleid^ (o fein mu%, 
ol^ne loeiteriS, ba bie $un!te biefer äRenge au^erbem no(6 ber ur- 
fprflnglidgen SBoraudfe^ung gemAg aDen enblid^en Orbinalgal^Ien ent- 
f|)red^en, beren Slngal^I ebenfo gleid^ ^ ift* SBie nun bie Slnjal^I aller 
bem Q>=$un!te t)oraudge]^enben $un!te jener Stenge gleidg (o«2 ifl, 
ebenfo ift nun toeiter bie Slnjal^l ber bem » — ls?punltc biefer 
ajlenge öorauSgel^enben 5punf te w • 2 •— 1 (loaS in ber Qfigur f o an- 
gegeben ifl, bafe baS Seid&en <ä*2 — 1 unter bem 3eid6en «ö — 1 fielet), 
— • benn bie 5Punftenmenge («•2 — 1) umfaßt in biefem Satte äffe 
5Punfte ber SDlenge (a>*2) aufeer bem 5Pun!te a>*2--l felbft (co-2= 
lßun!t gel^Srt ja ber SSorouSfe^ung gemdg ni$t in bie $un{tmenge 
felbfi l^inein) — unb ebenfo ifi bie Slnjal^l affer bem ü>*2 — 2 öor= 
auSgel^enben $un!te gleidg co*2 — 2 uftt)., fo bag ü6er]&au))t bie 
^njal^I ber bem «•2— v^^unlte oorauSgel^enben $un!te gleid§ 
CO -2 — V ifl, iDo bie ?Punftenmenge («•2— v) äffe 5ßunfte ber 3Renge 
(a>'2) umfafet außer ben 5Punften ö>.2 — 1, ö)-2 — 2, cd. 2 — 3, 
. , . . (0-2— V . . . ., b. 1^. äffe 5Punfte ber SKenge (co.2) außer 
ben V erften, bem 6nb))unlte co'2 biefer ^Tlenge t)orauSgel^enben 
$un!te. 2)araud erfiel^t man, baß bie Drbinaljal^Ien a>*2 unb 
«•2 — V jur Slbjdl^Iung ber bem 6nbpun!te einer geometrifd^en SWenge 
erfter Drbnung Doraufigel^enben fünfte fid^ t)oQ!ommen eignen. 

Ob aber biefe ^bgdl^lung, loenn fie no$ loeiter fortgefe^t tx^irb, 
ni(i^t auf SBtberfprfld^e fül^rt, bie fidg burd^ leine Umbilbung ber 
tranSfiniten Sctl^I^nlel^re SantorS mel^r t^ermeiben laffen? SBenn mir 
nun iene ^bjöl^Iung nodg toeiter fortfe^en, fo loerben loir offenbar, 
loenn äffe Drbinaljal^lett Don ber Qform ü>*2— v erfcftöpft finb, ju 
ber Orbinalgal^I o> lommen muffen (mit bieS audg in ber unteren 
Steige ber f^ig. 6 auSgebrüdft fielet), unb t)on biefer meiter gu ben 
Drbinalja^len Don ber gorm ö>— 1, <«> — 2, w— 3, ...•0) — v, 
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SBtr gelangen fomtt, tnbem n)ir eine $un!tenmenge mit ber 
^unltenanjal^l (»•2 aba&l^Ien tooQten, tDtebexunt ju einet $un!ten- 
tnenge, beten ^Punltenanjal^I gleidö ö> tji, tefp. fein fott, unb baS ift 
getabe bie $un!tenntenge, Don bet tDit utfptflnglidg ausgingen, unb 
beten ^unftenangal^l to)it nad^l^et gleidg co-2 fe^en mußten, um bie 
transftnite 3ctl^lenlel^te @aniotS Don ben il^t bei il^tet ^ntoenbung 
auf baS !onfe!utiDe S)i8!tetum anl^aftenben äBibetfptfidgen befteien 
3tt !önnen. SQSit btel^en uns fomit in einem Itteife, benn loit 
muffen nunmel^t aud^ füt bie neue ^unltenmenge ((»), bie ats 
äSeftanbteil bet utfptfinglicien $un!tenmenge (o>) aufttitt, baS- 
felbe DotauSfe^en, n)aS toit füt biefe leitete getan l^aben, b. i). n)it 
muffen aud& beten ^ßunftengal^l gleidö ö)*2 fe^en, bann toitb fid6 aBet, 
loenn toit biefelbe in oBiget äßeife abg&l^Ien, in il^t toiebetum eine 
^unftenmenge (w) als Sefianbteil etgeben, beten ^Punltenjal^l »iebetum 
gleid^ (»•2 gefegt metben mliffe uflo. in infinitum. 3Jlan meine 
nidfet ettoa, biefet progressus in infinitum laffe filft einfach butd& 
bie SSotauSfe^ung belieben, bie ^unltenjal^l bet geomettifd()en SDlenge 
(cd) fei fd^led^tl^in unbeftimmt unenblid^ unb abg&I^Ibat alfo etft butdg 
bie tool^Igeotbnete 3)lenge aQet benibaten Otbinaljal^len fibet]^au))t; 
nämlic^ butd& bie fogenannte SUlenge W: 

1, 2, 3, 4, . . . , V, . , . , ö>, CO + 1, 0) + 2, a> + 3, . . . . 

<ö+V . . . . ö>*2, iA*S, ö>«4, .... Ö>*V, . . . . Ö)2, ö>^ CO*, 

u> 
(0 u> 

V u> u> \ y \ t 

.... CO , .... CO , CO , . . . . a . . . . A, A -f- 1, . . 

. • . T 

®enn aud& bann beftdnbe in bet 5Punltenmenge (W) bie ^Puntten« 
menge (co) als 93eftanbteil, n)aS ein einfa^et SSlidE auf bie 3ctl^Ien- 
menge W lel^tt, unb bann mflgte meitet baSfelbe aud^ füt biefe äJlenge 
(co) gelten, man mügte fo ju bet unbeftimmt-unenblid^ gtogen äJlenge 
Don unbeftimmt^unenbUd^ Dielen ^unftmengen (W) feine 3uflud^t 
nel^meU/ eine fold^e SO^enge loütbe abet offenbat loiebetum bie äJlenge 
(co) als SBeftanbteil in ftd^ entl^alten, bem S^etl^&ngniS tt)ütbe man 
alfo auc^ bamit nid^t enttinnen. 

3n jenem progressus in infinitum fommt eben ein togifd^et 
3itlel jum SluSbtud, bet fid& auf leine SBeife oetmeiben Iftgt, ba et 
einen inneten SBibetf})tud6 batftettt. Unb an biefem inneten SSBibet« 
fptud^ gel^t alle Hoffnung einet toeiteten Umbilbung bet ttanSfiniten 
3a^lenle]§te SantotS jut Stmbglid^ung il^tet ^ntoenbung auf baS 



48 Dritter Vh^(fynitt. 

uncnbltd^e lonfcluttöc S)t8!rctum jugrunbc. S)cnn btcfcr tnnetc 
äßtberft)rud^ erfdgflttert btefe Seigre in il^rer ©tunbfefle, in bet Sßor- 
QuSfe^ung ber ©runbgal^I co felbfi: tDenn bie So^l ^ itn ©ebiete ber 
!onfe!utit)en unenblid^en Staumform möglii!^ tt)&re, bann mäBte eine 
5Punftcnmcngc (cd) fonfiruicrt »erben fönnen, eine fold&e fünftem 
menge lann aber nid^t !on{ltuiett »erben, »eil fie fid^ fetbß immer 
»ieber DoranSfe^i, »eil fte befleißen mflgte, bet)or fie beftel^t, »qS eben 
»iberf))red&enb unb unmögKd^ ifl, bie 3al§I ^ iß atfo im ®ebiete ber 
Ionfe!utiDen Staumform unmdglid^. 

äßir ftel^en nunmel^r Dor einem S)ilemmQ: ent»eber I&gt P 
eine tranSfinite B^^I^nlel^re ben!en, in ber bie Orbinalgol^I a> San' 
torS überl^aupt nid^t mel^r befleißt, ober baS lonfetutiDe SDiShetum 
!ann nid^t au$ einer unenblid^en Stngal^I t)on fünften befleißen. SSir 
l^aben nun im Slnfang biefeiS Slbfd^nittS bemerft, bag ä^eronefe ben 
SBerfudö einer öon berjenigen Santor« öerfd^iebenen tranSftniten 3ö^fen= 
lel^re gemad^t l^at, bie mit ben beiben ®runbt)orauSfe^ungen ber 
tranSfiniten 3a]^lenle]^re @^antord brid^t unb bemnad^ aud^ bie tranS-- 
finite Orbinatgal^I o> @antorS umgel^t. 9lad& ben bisl^erigen %n^ 
ffil^rungen, bie uns bie eine ©runbDoraugfe^ung SantorS gugunfien 
berfenigen SSeronefeS aufgugeben g»angen, »Sre nun gu er»arten, 
bag »ir ebenfo ben obigen äBiberf))rud& burd^ bie ^eiSgabe ber 
g»eiten ®runbt)orau8fe^ung SantorS unb bie ^nnal^me bet ent- 
fpred^enben ©runbDorauSfe^ung SSeronefeS oermeiben. Um bieS gu 
entfd&eiben, muffen »ir guDor bie tranSfinite Sö'&Ißnlel^re SSeronefeS 
in il^ten ©runbgügen lennen lernen. 

93on ben ad^t ^^))ot]^efen, in benen 9}eronefe feine tranSfinite 
3a]^lenle]^re auSgebrfidft l^at, begiel^en fid^ bie erften fünf auf baS 
UnenbUd^-®roge unb bie brei legten auf baS Unenblid^-Ateine. SBit 
»erben l^ier nur bie erfien fünf berütffid&tigen, ba fie fflr unfere 
Unterfu(!^ung ht^ nad^ oben unenbltd^en !onfe!utit)en 2>iSlretumd ma^- 
gebenb finb. 

SBäl&renb ßantor feine tranSfinite 3öl&lcnle]öre auf rein aritl^' 
metifd^er ©runblage aufgebaut l^at, baut SBeronefe bie feintge auf on= 
fd&aulid&sgcomctrifd^er ©runblage, inbem er Don bem SSegriffe ber 
©erabcn ober ber ©runbform {^^p. I) ate beS ,,in ber ßage feiner 
Seife, ibentifd&en ©^ftemS einer 3)imenfion" (^t)Jf. 11) auSge^enb^ 

^ SBctgl. IBeroncfc, a. o. £),, § 71, @. 77, 8, im 3«fötnmcn|an0 mxi ber 
$)ef. I, § 68, unb S)ef. I, § 70. 
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batan unmittelbar feine auf baS Unenbliti^e fid^ Begiel^enben $^|)o* 
tl^efen anfc^Kefet. SBeronefe felbfl Belcud^tet ben Unterfd&ieb attifc^cn 
feiner §^^)ot]^efe 11 unb ber entft)red6enben ^Jjpotl^efe ©antorS, unb 
toir Ifinncn btefen Unterfd&ieb anfcftaulidö in ben gfiguren 7 unb 8 
ittuflrieren. SBöl^renb ber ^r)p. n SBeronefeS gentftfe in ber Stid^tung 
ber ©eraben ABj e$ fiets um einen ^ßunft X jtoei Segmente AiX 
unb XBi gibt, bie bem ©egmente AB mit bem 3lnfang A ibentifd& 
finb (5ig. 7), ift nad^ ©antor nur ein foId^e8 Segment XBj = AB 
notroenbigertoeife gegeben (fo ift, toenn X ein oo=?punft ift, nad& ©antor 
nur 00 + !> 00 bagegen oo — 1 = oo, toftj^renb nod6 SSeronefe 

AB Ai X Bi 

I — 



m* 7. 

B X Bi 



Sig. 8. 

oud& Qo — 1<; 00 fein muffe). ^ ©er l^ier bargelegte Unterfd6ieb 
jtDifd^en @^antor unb SSeronefe brildCt nid^ts anbereS aus aU ben 
Unterfd^ieb ber beiben t)on il^nen Vertretenen ©leid^l^eitshiterien in 
bejug auf bie unenblid^en SRengen. 

S)ie ^\)Jf, m SSeronefed brfldtt nun ben anberen funbamentalen 
Unterfd^ieb beiber Sal^Ienlel^ren aus. äBöl^renb Kantor ndmlidg Don 
bem aritl^metifd^en 93egriffe enblid^er 3a]^Ien auSgel^enb ju ber erften 
tranSfiniten Sctfii ^ als ber ©efamtl^eit aller biefer Sal^len gelangt, 
gel^t SSeronefe t)on bem geometrifdfeen ^Begriffe beS ©ebiets ber ©fala 
enblidger Segmente aus unb gelangt gu bem biefeS ©ebiet in fid& 
umfaf[enben unenblid6=grogen Segment, ol^ne bag biefeS le^tere auS 
bem erfteren mitJRottoenbigleit l^eröorgel^en foll. Unter ber Slala 
öerfiel^t SBeronefe bie unbegrenjte 9leil&e t)on enblid6en, einem erjien 
ettblid^en Segment (AB, 5ig. 7) tn einer ©eraben gleid6en Segmente 
unb unter bem ©ebiet ber S!ala baS unbegrenzte, aQe ©lieber biefer 
Steil^e in fid^ umfaf[enbe Segment.^ äBftl^renb nad^ SantorS Seigre 
nun biefeS unbegrenjte mit bem ©ebiet ber Slala ibentifd^e Segment 
jugleidg baS unenblid^^groge Segment erfter Orbnung barftellt, foU 



1 »eronefe, a. a. D., § 90, §^p. I «nb »em. I, ©. 117, unb SBem.IV, 6. 119. 
> Setonefe, a. a. C, § 80, S)ef. I unb m, @. 89. 

$etTpnok)ic8, ^ie tt^iif^en ttfometrien. 4 
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nad^ ber ^t)p. TR Don SSetonefe baiS unenbHd^sgto^e Segment erfier 
Orbnung nid^t mit bem unbegtenjten @egment beS ®ebiets ber 6fala 
felbp ibentift^ [ein, fonbetn boSfelbe in fid^ umfaffen.^ Ober, anberS 
audgebrftät, nod^ Santor foll baS ®e6iet ber @lala aU foldges ein 
erfteS, augerl^alb biefeiS Gebiets liegenbeS Clement (xt\p. $un!t) be- 
ftimmen (fo bag, föenn toir benfelben mit Ao> begeidgnen unb ben 9ln= 
fangSpunft mit A, bann baS Segment AAc» mit bem ®ebiet ber 
@!Qla felbft ibentifd^ ifi), mftl^renb nadg 93eronefe ber erfte, au^erl^alb 
be$ ©ebiets ber @{Qla im Unenblid&-®rogen liegenbe ^n!l gan) un • 
abl^Angig Don bem ®ebiet ber @!ala ju ben!en, refp. gu fe^en ift, 
load SSeronefe titn in feiner ^^^otl^efe m auSbrüdEt.' Sritl^metifc^ 
auSgebrfldEt bebeutet biefer Unterfdgieb, bag bie unenbUd^»gro§e 3(^^I 
erfler Orbnung nad^ SSeronefe nidgt bie ®efamt]^eit aQer enblidgen 
Sal^len barfteDen foD, bog alfo <x>i (fo bejeid^net 93eronefe feine um 
enblid^^groge So>^ ^tfter Orbnung) nid^t gleid^ iSantorS a> fein foll.^ 

3u unferen 3toedEen toixt baiS Aber bie tranSfinite St^'^'^^nlel^re 
SeronefeS bieder äJlitgeteilte genügenb, ber 93oIIftänbig!eit l^alber 
müf[en toir aber toeiter noc^ feine ^^potl^efe IV unb ^^potl^efe V 
barlegen, ba in benfelben 9}eronefe eben ben ä^erfudg mad^t, SantorS 
(0 in ber tranSftniten Sal^tenlel^re DoUftänbig gu umgel^en« SBettn 
n&mlidg ber im UnenbIid6-®rogen liegenbe ^unlt augerl^alb beS ®ebiet§ 
ber @{ala (enblic^er Segmente) liegt, bann fd^eint feine Stelle in ber 
®runbform gang unbefiimmt unb toitBürKdö ju fein, fo ba§ uns an= 
f d^cinenb lein 3JlitteI ju ®ebote fielet, ju unterf d^eiben, ob ein f old^et 
?ßunlt baS Unenblid6=®ro6e erfier, jtoeiter, britter ufto. Orbnung 
barpeöt. Sie ^^potl^efe IV SBeronefeS fott nun biefeS 9Rittcl bat= 
bieten. 2)iefelbe befielet aus gföei 3:eilen unb lautet fotgenbermagen: 

„SBenn man in bem in begug auf eine beliebige iStnl^ett 
(AAi) im UnenbIid&=®ro6en liegenben ®ebiet 1. ein beliebiges 
6IementB(oo) auStoft^It, fo egiftiert in bem Segment (AB(qo)) 



^ SSeronefe, a. a. 0., § 82, 6at R, @. 101, 2. 

' iSeronefe, a. a. C, § 82, ^i^p. m unb @at a unb b, unb ^ef. ni, 
6. 96—99. 

» »ergl. »eronefc, a. o. C, § 90, öent. IV unb 6a* b, @. 119. »cronefe 
befinbet fid^ aber im Irrtum, toenn er ^ter meint, eS genüge Sohlen Don ber Sorm 
00 ^ ~ n DorauSsufe^en, um (S^antorS ü> auSsuf^Hegen, benn toir f^aUn früher ge« 
funben, bog fi^ mit (SantorS (u gan) gut dalglen k»on ber gform u>— v t»ertrogen 
tonnen. 
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ein fold&es eictnent X, bo6 AX unb (XB(oo)) ebenfans in 
Bejug auf (AAj) uncttbnd&=8i^o§ finb, unb 2. ejtfticrt ein 
foId&c8 Clement A(c»)^ ba§ baS Segment (AX) für jcbe« be- 

A Ai X Ai ' A(oo) 

I 1 1 1 — H 

»ig. 9, 

liebige X in Begug auf (AA(c»)) enblid6 iji". ®er ©inn biefer 
vierten C^9))ot]^efe SSeronefed lägt fidg an bet 9^9* ^ erläutern* Sßenn 
AA(oo) baiS unenblid^-gro^e, baS ©ebiel ber Qlola mit bem SlnfangS- 
fegment AAi umfaffcnbe ©egment ift, bann gibt eS in biefem ©eg« 
mcnt einen 5ßunft X, fo ba§ AX unb XA(a)) in bejug auf AAj un« 
enbUd^sgro^ ftnb (b. 1^. ba§ jebeS Don il^nen ein eigenes ©ebtet ber 
©fala in ftd^ entl^&It unb gmar AX badjenige mit bem ©egment 
AAi unb XA(öö) baSjenige mit bem ©egment A(a>)Ai), in begug auf 
AA(oo) aber enblidö, 3. S. AA(c») = 2 AX. äJeronefe möd^te biefe 
feine ^^potl^efe als DöQig unabl^ftngtg Don ben frfll^eren l^infteKen, fte 
ifi eS aber nidgt, benn fte folgt unmittelbar auS ben beiben frfil^eren 
unb feinem allgemeinen ©teid^l^eitslriterium. 

SBenn nftmlid^ nad^ ber ^^potl^efe m ber im UnenbKdg=®rogen 
liegenbe $unlt AM gan} au^erl^alb beS ©ebietd ber ©!ala mit bem 
^nfangsfegment AA^ liegt, fo mug eS nad^ ber ^^potl^efe 11 t>om 
fünfte A(qo) aus in entgegengefe^ter fRid^tung ein ebenfoId^eS ©ebiet 
ber ©!ala mit bem SlnfangSfegment AMAj = AAi geben. ^ SBenn 
bieS nun fejtjiel&t, fo iji eS Har, bafe eS nad^ ^^^pot^efe lET ebenfo 
einen augerl^alb beS ©ebtets biefer gtoeiten ©!ala im Unenblid6=©roBen 
liegenben 5punlt geben mu6, ttie ber 5Punft A{oo) nad6 berfelben ^t)po^ 
tl^efe au^erl^atb beS ©ebietS ber erften ©!ata liegt, ©eioig brandet 
biefer ^nft Dorerft nidgt aud^ auger^alb beS ©ebiets ber {enteren ©fala 
äu liegen (eS lönne j. 35. ber ainfangSpunlt A felber als fold^er be» 
trad^tet werben), unb SSeronefe l^at red&t, ba^ aus ben $^:pot]^efen 11 
unb in ber 5ßun!t X, ber aufeerl^alb beS ©ebiets beiber ©f alen liegt, 
nid^t unmittelbar folgt.^ 3)iefer ^n!t folgt aber unmittelbar aus 
biefen beiben ^^potl^efen unb feinem allgemeinen ©leid(|]^eiis!riterium, 
aus bem audg bie ^^potl^efe II unmittelbar folgt. ^ SBenn nftmlidg 

» »eroncfe, a. a. O., § 84, ©a^ b unb c, @. 103—105. 

» JBcronefe, a. a. O., § 85, »etn. I, 6. 105. 

' Setoncfe, 0. a. 0., § 90, $^^. n unb 18em. ü, 6. 118. 

4* 
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-^ nid^t = ooi tfi (mic ttad& ©antor ^ = **r bo 2a> = <o ifl), bann 
mug eis S^tfd^^tt ben fünften A unb A(oo) in bem unettb(td^=gto^en 

\ Aoo 

©egment AA(qo) einen ?PunIt X geben, fo bafe AX = -^— unb bicfer 

$un!t l^at nun bte Stgenfd^aften ber betben Zeile ber ^^potl^efe IV 
SJetonefe», benn baS ©egment AX (tefp. XA(qo)) mufe unenblid6=9toB 
fein (fonfl »Sre AAM enblid^) unb ber SSorauSfe^ung nod6 ift AA(oo) = 
2AX. äBeitet folgt bann aber, ba§ in iebem ber unenblid^-gtogen 
©egmente AX unb XA(oo) e8 toieberum je einen ^ßunft Xj geben mu% 
ber tt)ieberum in bejug auf biefe Segmente ben beiben Sigenfd^afteit 
ber §^|)ot]§efe IV Seronefeö genügen mu6 ufto. in infinitum, fo bafe 
balS unenblid^sgroge ©egment AAM unenbUdg Diele ©ebiete ber @!alen 
mit ben enbli^en SlnfangSfegmenten entl^fttt* 

Sßie nun baS unenblid^^groge ©egment AAM in bejug auf baS 
enblid^e ^nfangdfegment AA^ (ober ein enblid^eS ©egment übet= 
l^aupt) baiS UnenbIi(^s®ro§e erfter Orbnung barfieUtS fo loirb ein un- 
enbUd&sgro^e« ©egment AB (oo), toeld^eS in bejug auf AAM baS Utt= 
ettbli(ig-@roge erfter Orbnung barfteQt (b. 1^. tteld^eS baS ®e6tet bet 
©lala mit bem unenbli^en 3lnfang8fegment AA(qo) in fid^ umfaßt), 
ba8 unenblid^sgro^e ©egment jtoeiter Orbnung in bejug auf AA^, 
barftetten uftt.* SBenn nun bie ^^^otl&efe IV unenblid& Diele 3Jlalt 
auf ein unenblid^ = groBed ©egment enblid&er Orbnung angeioenbet 
n)irb, bann entfielet baS unenblidg-groge ©egment unenblid^er Orbnung 
unb bieS ifl bie ^^))otl^efe V 93eronefe^^ bie uns l^ier nic^t toeiter 
intereffiert, 

9luf ®runb ber fflnf ^^potl^efen 93eronefe8 nun entfielet bie ah 
folut unbegrenjte Steil^e Don enblid&en unb unenblidg-grogen 3ci^l^n, 
beren {ebe einem begrenjten enblid^en ober unenbli$=grogen ©egment 
ber ©runbform entfpridftt: 

1, 2, 3, . . . n, . . . . c»j _ n, . . . . a>i — 3, »^ — 2, 
«>i — 1, «>i. «>i + 1, «>i + 2, «>i + 3, .... 00, + n 



^ übetl^ott|>t ^tUi iebeS in be)ug auf baS enbUd^e ^inl^ettsfegment AA^ itn* 
enblid^'gto^e Segment, toeld^eS bem II. Seite bet ^t)p. IV genttgt, nad^ SBeronefe ein 
unenblid^ ' großes Segment erflet Orbming bat. SetgL ISetonefe, a. a. C, § 86, 
S)ef. II, ©. 111. 

" »etonefe, a. a. O., § 86, 5)ef. II, 6. 111. 

* »etonefe, a. a. C, § 91, SBem. I unb $p^. V, S. 121. 



Die trattsflntien gabelt rxnb bas fonfefutbe Dtsfretum. 
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2oo^ — 1, 2qOj, 2 00 + 1, . . , . nooin— . . . . n<x>^, . . . . 
n oo ^ -f ni, . . . . 00^* — ni, . . , , oo^«, . . . . <x>^^ -^n^, 

n c»,^ ^ — n, . . • . n ooj n^ . . . , n <» ^^ + n, 00°°, 00°° , 

OD 



00 



00 



3Btr tDoQen nuntnel^r, nadgbem tDtr uns mit ben ®runb}ügen 
ber ttanSftntten S^^tenlel^re ä^eronefeS befottntgemad^t l^aBen, aud^ 
beten 9lntt)enbbat!eit auf baiS Ionfe!uttt)e S)t8!retunt unterfud^en. 

SDag ttoQen U)tt nunntel^r an ber S^tgur 10 t)omelgmen, bte baS 
aSeronefefdge Slnalogon bet ß^antorfd^en tSxQUx 2 in beut !onfe!utiDen 
S)is!tetum barftellt, SQBftl^rcnb in ber gigur 2 bie ©tredCe 
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Siö. 10. 

bebeutet, ba§ ein begriff (id^er 3ufamntenl§ang 3U)ifd^en ben enblid&en 
Sal^Ien 1, 2, 3, 4, • ... v unb ber unenblicfeen Söl^I erfter Drb« 
nung ö> befielet, begeid^net in ber ^igur 10 bie unauSgejogene leere 
©tredEe jioifd&cn n unb a>^ — n ref}). <^i, bafe fein unmittelbarer 
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Befltipdjer Sufomtnenl&attfl jtDifften ben enbltd^en Söffen 1, 2, 3, 4, 

n unb bcr erften unettbüdöcti 3a^l ^i SScroncfcö befielet 

ba bte leitete tttd^t bte Oefamtl^ett ber erfleren bebeutet. 3fi bte§ 
leitete nun bet gfatt, fo ifl e8 Kar, ha% e8 atDifd^en bem crflen 
$un!te 1 unb bem baS Snbe be9 unenblt^^g^B^n &t%mmt% erflet 
Drbnuna batfteffenben legten ^nfte »i ber gfiflut 10 nottocit= 
biflettoetfe einen ^nft geben mufe, ber jtotfd5en beiben aletd&toeit 
entfernt tft. SBeld^er unenbKdöen 3a|I im ©inne »eronefeS entf<)rid&t 

nun biefer ^hinft? ©er Sal&l -^ antiöortet »eronefe. gfragcn toit 

nun nad6 bem ®runbe biefer Sntloort, fo !ann biefer ®runb nur in 
ber 8e]^QU))tuns liegen, bag ber $un!t «>i eben bie unenblid^-gro^e 

SoXjH erfier Drbnung unb ber ?PunÖ -^ J^^^^ölb bie ^ftlfte biefer 

SoXjH barfletten toirb. Sftagen wir und nun aber, toorin ber begriffe 

ttd5e Unterfd^ieb jtoifd^en bem 5Punfte *i unb -^ in bejug auf baS 

®ebiet ber enblid^en @!ala reft). ber unenblid^en 9Renge ber enblid^ett 
Sal^len 1, 2, 3, 4, .... n, ... . liegt, fo ift eS offenbar, bafe 
!ein fold&er anjugeben ift, ba beibe $untte in gletd^er SBeife auger- 
l^alb biefer 3a]^Ien liegen, fo ba§ in beaug auf baS ®ebtet ber {en- 
teren ieber augerl^alb berfetben in ber Stiftung ber ®eraben 1 «>^ 
liegenbe ^n!t gleid^ermagen ben im Unenblid^en liegenben $un!t 
a>i barfiettcn lann. S)er Segriff ber unenbUd&=gro6en 3al&l ^i SJero» 
nefeS ift alfo Doli ig unbeftimmt. 3lur »enn man Don öomel^ercin 
bas Unenblid^e als fefiftel^enb betrad^tet, ligt ftd^ auf ä^eronefefd^em 
SBege nod^, allerbtngS aud^ bann nur fdgeinbar, ju einem fold^en ge^ 
langen: tt)enn aber biefer ^Begriff augletd^ bie obj[e!tit)e Stiften} beS 
Unenblidgen getoftl^rleiften foQ, bann ift ber SSeronefefd^e 3Beg bagu 

t)5ttig ungeeignet. 3n ber 2at unterfd^eibet fid& ber ?Punft -^ in 

bejug auf ba8 ©ebiet ber enbltdjen 3a]^Ien 1, 2, 3, 4, .... n ... . 
begriffKd& in gar nid&ts Don bem 5Punfte ^u i>^ beibc ^ßunfte in 
gleidgem @tnne augerl^alb biefeS ©ebteteS Hegen unb bie bagteifd^em 
liegenben ©tredCen notiocnbigcrioeife jebe eine unenbKd6e SKengc Don 
©ebieten enblid&er @!alen entl^alten muffen. 8freiUd& fönntc man 
fagen, bag biefe unenblid^en 9)lengen nid&t einanber gleid^ finb. @e= 
n)iB finb fte nid^t gleidg, ioenn bie unenblid^-groge @treäe erfier Drbnung 
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1 2 3 4 n ooOöi""Jiooi— 3ooi — 2oOi — looi 

2 

1 ^1 fd^on atsBefiel^enb t)orauSgefe|t tt)irb, benn bam tft bte StredEe 
(öfll. Siflur 11) -^ offenbar < <»i unb in öl^nKdöcr SBeife totxb 



--p-< -^ ac. fein, Slber bamtt btc unenbUd&sgtofee ©tretfe l»a>j i^s 

ftcl^cnfann, mflfetcn 3ttt)or bte ©treden 1-^ 1 -^ ic. befleißen lönncti, 

btefe {Snnten aber nur bann beßel^en, loenn ä)ir einen ©rSgenunter« 
fd^ieb giDtfd^en ben entfpred&enben unenbUd^en SOtengen bartn entl^altener 
enbti^er @!alen, unabl^dngtg t>on htm SBeronefefd^en 93egrtffe ber um 
cnbHd&=8^^ö6en Sal^l erfter Drbnung, fefipetten fönnten, toorin pdfe eben 
bte DöQige Unbeftimmtl^eti btefed legieren S9egriff9 !(ar offenbart. 

^uf ®runb btefeS 9lefultatö !ann ntan nun leidet etnfel^en, bag 
bte tranSftntte Sa^^I^itlel^re SSeronefeS in il^rer Slntoenbung auf baS 
!onfe!utit)e S)i8!retum gu ftl^nlid^en äBiberf))räd6en fäl^rt, ju benen 
uns bie Slntoenbung ber ß^antorfd^en gefül^rt f)at Sßie tt)ir in begug 
auf bie legiere fanben, bag bie aus lonfelutiDen fünften beftel^enbe 
a>-3Jlenge in äBal^rl^eit eine abfolut unbeßimmt «^ unenbli^e Slngal^I 
Don fold^en fünften entl^alten ntfi^te, unb ba^ aud^ in biefer festeren 
für bie a)::£eilmenge loieberunt baSfelbe gelten ntügte ufto. in in- 
finitum, toorin ftd6 bie t)8ttige Unbeftimmtl^eit biefer SÄenge in htm 
{onfe!utit)en 2)iS{retunt ergab, ebenfo ift e$ nad^ bem Obigen leidet ein« 
gufel^en, ba^ bei ber Stntoenbung ber 9}eronefefd&en Sal^Ienlel^re auf baS- 
felbe bie »^sSDlenge Mttig unbeftimmt »irb, b. 1^. bafe fie in SBal^rl^eit 
eine abfolut unbeftimmt-unenblid^e ^ngal^I Don foldgen 3Jlengen in ftdg 
entl^dtt ufto. in infinitum, bafe alfo bie «>j=5Dlenge, alfo eine au8 
einer unenbKd^en Slngal^I Don lonfefutiüen fünften befiel^enbe äßenge, 
aud^ tt)enn biefe in SBeronefefd^ent @inne gefaxt toirb, unmöglid^ ift. 

6S ergibt ftd^ barauS aber aud^ ein toidgtigeS StefuUat in begug 
auf bie logifd^e 93egrfinbung ber beiben tranSftniten S^^leulel^ren. 
2fn il^rer 9Intt)enbung auf baS lonfehitiDe 2)is!retunt treten bie SQSiber» 
ft)rüd&e ber tranSfiniten Sö^I^nlcl^te 6antor8 Diel offenfunbiger als 
biejenigen ä^eronefeS einfadg beSl^alb l^erDor, toeil bie erflere logifd^ in 
il^rer erften ©runblage Diel fd^ftrfer gefaxt ift, inbem fie bie ©efamtl^eit 
aller enblidgen Sal^Ien gu ber erften unenblid^en 3^^! mad^t, unb 
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uneitblid^e SRengeti, bie nid^t gal^IemnA^ig auShttAar öftren, tttd^t 
gttlaffen miO, toft^renb bie giueite bief e le^tereit gugulaffen genötigt ift, ba» 
burcfe aber bie le^te logif 4e (Srunblage bed SegriffiS ber unetibtid^-grogen 
Sdffl er^er Otbnung Derliett.^ SantorS 9uSgQng$))un{t btiben bie 
!onfeIutit)en 3a^Imengen, Setottefed 9uSgangS))un{t bie fonfelutiüen 
@egment8mengen, ber Si^Ipunlt SantorS liegt ober in ben in{onfe!u= 
tit)en ^unftmengen, berjenige SeronefeiS bagegen fftllt gufantmen mit 
feinem 9u8gang9))unfte. Kantors 9[ui$gQngS)>unIt t)erfe^te i^n in bie 
Sage, gu bem bgifd^ fc^arf gefaxten Segriffe ber 3a]^I «> in gelangen, 
fein 3i^I)>un!t Derl^inberte il^n baran, bie UnmSgltd^Ieit ber S[ntt)en= 
bung berfelben auf bie geometrifc^e ®erabe eingufe^en (benn, toie tDir 
fp&ter feigen merben, laffen fid^ leidet bie 9Biberf))rfid6e ber aus fon^ 
felutiDen fünften Befiel^enben unenbUd^en @eraben auf bie aus tonfe* 
{utit)en Segmenten be^el^enben unenblid^en auS inIonfe!utit)en fünften 
beftel^enben ®eraben fibertragen), SSeronefeS SluSgangSpuntt bagegen 
t)er]^inberte il^n }u bem togifd^ fd^arfen Segriffe ber unenblidgen 3al^I 
erfter Orbnung }u gelangen, inbem biefer SluSgangSpunft gugleid^ fein 
3iel))un!t toax. Unfere Setrad^tungen an bem fonfehttiDen 2)is!retum 
geigen uns, bag eine transftnite 3al^lenle^re, loenn fie nid^t fd^on in 
i^rem Slnfang begrifflid^ t)öttig unbeflimmt baftel^en foU, notttenbiger- 
toeife mit SantorS (o anfangen mu^, fie geigen aber gugleid^ aud^ 
mit aQer S)eutlid^leit, bag bie ^tnioenbung biefer festeren auf baS» 
felbe gu unlösbaren SBiberfprfld^en ffil^rt, iDorauS inbireft ]^ert)orge]^t 
bag baS !onfeIutit)e 2)is!retum ftberl^au^t nid^t unenblid^ fein !önne, 
bag baSfelbe nur enblid^ gebadet tterben mfiffe. 

SDaSfelbe 9lefultat toerben iDir nunmel^r aud^ bire!t getoinnen, 
inbem toir ben legten Urf)>rung aQer biefer äBiberf))rfldge aufgeigen 
tt)oQen. 

2)er le^te Urfprung aQ ber 3Biberf))rfld^e, bie aus ber Slntoenbung 
ber tranSftniten 3al^Ienle]§re SantorS auf baS !onfeIutit)e unenblid^e 
2)is!retum entf))ringen, liegt einfad^ barin, bag in einem foldgen 2)iS- 
!retum bie 3a]^I <» t)on Dornel^erein auSgefd&Ioffen ifl, ba§ baS SQSefen 
beSfelben mit bem SBegriffe ber le^teren in einem unüberbrfidEbaren 
®egenfa^ fielet. 3n einem fold^en 2)is!retum bebeutet nftmlidg bie 
3ftg. 2 nid6t mel&r eine blofee bilblid&e 3)arfteÖung ber 3al&l <«>, fonbern 

^ Sie Slt^tigfeit btefeS S^ortouifS toitb eüibeni beim fonfefutiben StSireium, 
benn in bte{em letieten fann es offenbat bon bornel^erein feine gol^lenntägtg ni^t 
Qttlbtttdbaten unenbltd^en SUlengen geben. 
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fte l^Qt in bemfetten eine unmitielBote reeKe 93ebeutung, es Ift^t ft$ 
nömK(i& gang gut ein mit bet f^ig. 2 boQftänbig übereinftimmenbeS 
rAumlidgeS S)id!retum ben!en, in bem iebe Dertüale ^^unltntenge bie 
entfptedgenbe enblid^e 3ci^I unmittelbar baijiellt. ^d lägt ftd& nun 
leidet einleiten, bag in einem folgen 2)idfretum auf jebe t)erti{ale 
^}un!tenmenge; bie einer enblici^en So^^i entfprid^t, loieberum nur eine 
^>un!tenmenge folgen iann, bie einer enblid^en 3a]§I entfprid^t, ba ja 
bie entf^red&enben $unlte ber ^origontalmenge unmittelbar aufein- 
cnberfolgen, fonfelutit) finb, fo ba^ in ber Jfteil^e biefer öertilalen 
^unltenmengen nie eine unenblid^e $un!tenmenge toirb folgen fönnen, 
b. ff. eine ber SoW' ^ entfpred^enbe äRenge. SBie n&mtidg bie Soi^l 
CO ganj augerl^alb ber SJlenge ber enblid^en SdW^ ü^gt fo mägte 
e6enfo biefe etitfpred^enbe t)erti!ale ^unltmenge gana augerl^alb ber 
9tei]^e enblidger t)erti!aler $un!tmengen liegen, toaS eben unmoglidg 
ifl, ba ber SBorauSfe^ung gem&B aKe äber]^au|)t ben!baren t)erti!alen 
?PunItmengen biefer Wct in einer unb berfelben Sleil^e liegen, ba fie 
IQ aQe (reft). bie entfpred^enben $un!te ber ^origontalreil^e) lonfelutit) 
finb. 6ine t)ertilale, ber 3o^l ^ entfpretftenbe 5Punftmenge ifi alfo 
in bem fonfelutiDen 2)i8{retum ber toefentlid^en 9latur biefeS le^teren 
gem&g auSgefd^loffen unb e§ ifi bann !ein SBunber, bag ber SJerfudg, 
biefelbe bod^ barin gu ftatuieren, ju unlösbaren 3Biberf))rüd^en ffll^ren 
tnug. 2)ie 9ti$tig!eit biefer 99e]^auptung iSgt fid^ gang ftrenge folgen^ 
bermagen begrilnben. 

®ie enblid&en 3öl&len ber Sleil^c 1, 2, 3, 4, v, entflel^en, 

toie gefagt, fo ba§, Don ber erften urf))ränglid^en Sinl^eit, ber 3al^l 1. 
auSgel^enb, jeber Dorl^ergel^enben 3^^l eine neue (Sin^eit l^ingugefügt 
wirb, unb eS l^at infolgebeffen iebeö ©lieb in biefer Sfteil^e (iebe einjelne 
enblid^e 3ül§l), auger bem erften, ein il^m unmittelbar DorauSgel^enbed 
unb ein il^m unmittelbar nad^folgenbed, fo bag, menn t)on ber quali= 
tatit)en SSefd&affenl^eit biefer ©lieber abftral^iert toirb, b. ^. ein jebeS 
foId^eS als eine einfädle Sinl^eit betrad^tet toirb, bie äleil^e aus lauter 
fonfefutioen Sinfen befleißt, ©enau biefelbe 93efd^affen]^eit l^at nun 
au£l6 bie aus fonfefutiüen fünften beftel^enbe $un!tenmenge, bie einen 
erften $unlt b^^t. S)enn fie ift in SBal^rl^eit nid^ts anbereS als ein 
Döllig abdquateS !onfreteS 93eif))iel jener abftratten Sleil^e: toie jebe 
cinjelnc ©tnl^eit in jener Slcil^e unteilbar ifi, fo ift ^ier jeber einjelne 
?Punft boHfommen einfadfe, alfo eine fonfrcte einfädle dinl^eit; unb 
mie bort jjebe einfädle Sinl^eit (auger ber erften) eine il^r unmittelbar 
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totaMit%tnht unb na^folgenbe f^at, eBenfo l^at aud^ Igtet iebet ^n!t 
(äuget bem etflen) einen xffvx unmittelbot t)otau8ge^enben unb einen 
ilgnt unmittelbat nadgfolgenben. SBenn nun in ienet etfien Sleilge butd^ 
bie fuf jefjttoe Slbbition einet Sinlgeit gu bet DotauSgelgenben 3^^! fl^ts 
eine enblide Sd^ entßelgt unb entfielgen !ann, fo toitb audg in biefer 
jtoeiten 9Renge butdg bie fu!3ef|tDe Sbbition beS einen ^nÜeiS ju 
bem t)otau8gelgenben nut eine enblidge ^nltmenge entßelgen fönnen. 
SBftlgtenb mit un8 nun — unb Igietin liegt bet €$n)ett)un{t unfetet 
SBetoeiSffilgtung — , tein aBfltaft genommen, gang gut eine gang neue 
QafjH o> benfen Idnnen, bie bie (Befamtlgeit aUet enbU^en Sci^tt be- 
beutet, teft). bie bie gange Steilge bet bet etjten Sinlgeit fu!}efftt)e }u ab« 
bietenben ßinigeiten, jufammen mit biefet et^en felbft, entlgftlt, toeil eS 
in einet foldgen !eine le^te (Sinlgeit gibt (xt\p. gu geben btaudgt), ift eine 
entfptedgenbe cos^enge bei jenet !onIteten $un!tmenge nidgt mSglidg, 
ba es bei biefet notmenbigetkoeife einen testen, bie gange Steilge t>on 
fünften abfdgliegenben $un!t geben mug. S)enn toie bie ©ejamtl^eit 
allet enblidgen 3a]§len, in bet eiS {eine gtSgte enblidge 3<^^I gibt, gu 
bet neuen unenblidgen 3<t^I ^ fülgtt, bie augetlgalb biefet Stetige enb- 
lidget 3<tlglen liegt unb auf fie alle unmittelbat folgt, ebenfo mfigte 
e8 augetigalb bet unenblidg t)ielen fünften bet $un!tmenge o>, in bet 
e8 leinen legten $un!t gibt {xt\p. geben foll), einen $unlt geben, bet 
bie gange unenblttfte JReilge gum 2lbfdglu§ btingt, bie betteffenbe ^nft= 
menge gu einet aftual unenbRiJen (tefj). gu einet unenb(id6=gto§cn 
©etaben etfiet Dtbnung) mad&t. 3ft abet ein foldget gegeben, bonn 
befielet fein begtifflidget Untetfdgieb melgt gtoif dgen einet f oliften <o + 1 — 
3Äengc fein foffenbcn ^ßunftmenge unb einet enblidgen 5PitnItmenge. 
S)enn in beiben gibt eö einen etjten unb einen legten 5Punft, in Beiben 
Igat iebet $unft äuget bem etfien unb bem legten einen unmittelBar 
JjorauSgclgenben unb einen unmittelbat nadgfolgcnben ?PunIt, in iebet 
etgibt bie (im ©eifte gemadgte) Slbbition eines $un!teS gu ben t)otau8» 
gelgenben, toenn t)on bem etften fünfte audgelgenb biefe Slbbition 
fu!geffit)e auSgefülgtt loitb, immet eine enblidge ^ßunltmenge. SKan 
toitb t)iettet(6t im Slufdglug an baS ße^tere fagen: bet Begtifflidge 
Untetfdgieb Befielge eben batin, bag in bet etfteten babei nie auf eine 
le^te enblidge $un!tmenge gu gelangen ift, toilgtenb bieS in bet gtoeiten 
(telatit)) balb bet i^aU fein toitb. Slbet bieg gu be]gaut)ten, Igiege in 
einem circulus vitiosus fidg Betoegcn : bcnn bie S3e]gaut)tung, jene etfle 
5Wenge fei auS unenblidg Dielen ?Punften gufammengefe^t, mug fidg auf 
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einen 6egrtffn$en Unterfd^teb in ben 6etben ÜJlengen ftfi^en, fotgltdg !ann 
btefer begriffltd^e Unterfd^teb ntd^t in ber SorauSfe^ung ber unenblid^en 
%njQ]^I felbfl liegen. SDag ein fold^er begtifflid&er Unterfd^ieb gtDifd^en 
Betben SWengen in ber SCot nidfet Befielet unb beftel^en lann — unb bicS 
tfi baS gntfd&eibenbe — , ergibt fid^ eben unmittelbar aus bem SBergleid^ 
ber beiben?ßun!tmengen mit ben entf))red&enben Sö'&ttnengen. S)erUnter= 
f d^ieb jioifd&en einer enblid^en 3(^^ttnenge unb ber unenblid^en 3c^^lmenge 
(co + 1) Befielet barin, ba%, tofil^renb bie erfie au8 lauter lonfefutiöen 
3<^^tein]^eiten befielet, b. 1^. jebe S^^^^I^neini^eit barin, auger ber erften 
unb ber testen, eine unmittelbar nad^folgenbe unb DorauSgel^enbe l^at, 
bie jtoeite nit^t aus (auter DoIIfommen !onfe!utit)en Sinl^eiten befielet, 
ba tool&t aud^ in il^r jebe Sct^t^inl^eit, felBftüerftftnblid^ auger ber 
erften 1 unb ber legten a^, eine il^r unmittelbar nad^folgenbe l^at, 
ber legten Soi^l ^ barin aber {eine 3ct%I unmittelbar t)orau8ge]§t. S>a- 
gegen befleißt ein entf:pred&enber begrifflid^er Unterfd&ieb gtoifd&en einer 
enblid&en unb ber a> + 1 — 5ßun!tmenge nid&t, ba beibe einen erjien 
unb einen legten ^nft l^aben unb beibe aus t)oIl[{ommen {onfe{utit)en 
fünften beftel^eU; eS entf))red&en alfo beibe begrifflid^ DoQIommen ber 
enblid^en 3<^^tmenge, toorauS ftdg unmittelbar ber folgenbe funba- 
ntentale @a^ ergibt: 

6ine aus fonfe!utit)en 5ßunlten beftel^enbe 5Pun!tmenge, 
bie einen erfien unb legten $unft l^at, ift enblid^. 

S)a§ biefer @a^ rid^tig ift, toirb man nadg ber obigen SluS- 
fftl^rung nid^t begtteifeln lönnen. S)urd6 benfelben ftnb aCe einen 
älnfang unb ein @nbe l^abenben unenblid^en $un!tmengen refp. un= 
enblidg-grogen ©eraben im l0nfe!utit)en S)is!retum auSgefd^loffen. 
S)urd6 biefeS S^lefultat ger&t aber unfer 2)en!en in feltfame ^ntino= 
mien. S)enn toenn irgenbtoo, fo mügte gerabe im lonfelutiöen 3)is= 
{retum bie ScifjH «» unb bie aus il^r weiter entftel^enben transftnitett 
Sol^len, tDenn fie toirllidg logifdg möglid^ to&ren, befleißen lönnen. 
S)enn, »ie ttir frfll&er fagten, in biefem ©isfretum bebeutet bie 
Ofigur 2 nidgt eine bloge bilblid^e 2)ar{leIIung ber S^U ^/ fonbern 
pe l^at in bemfelben unmittelbare reelle Sebeutung, . fie ift ber t)ölltg 
ab&quate fonirete 3luSbrud ber enblidgen unb ber unenblid^en 3<i^l" 
menge, ba in il^r jebe t)ertilale $un!tmenge einen lonireten DöDig 
abAquaten ^aU einer (abftralten) enblid^en ober tranSftniten 3ctl^l 
barfiellt. 2lber nur ein SBlid auf bie ^igur überjeugt uns, toenn 
ber obige funbamentale @a^ ju ^fllfe genommen loirb, bag in einem 
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foId6cn fonfefuttöcn 3)t8fretum (btc gtflur flettt einen bcfonberen fjatt 
ber quabtatifd^en bisfreten Sbene bar)^ bte Sa^ ^ unb bemnad^ bie 
ttanSfimte Sül^l fibet]§QU))t unmSglid^ ift. S)enn toenn bte ttan§= 
ftntie 3^^! ^ in bemfelben befleißen fönnte, bann mflgte, toxt in ber 
Ofigut bargefteOt, auf alle Dertilalen enblid&en ^nümengen eine 
unenblid^e bet 3q^I <*> entfpred^enbe Dertüale $un!tntenge folgen, bte 
cntfi)red6enbe l^orijontale ^Punftmenge, beten ?PunftenQnjal§l (0 + 1 
fein mflfete, ^at aber offenbar, »ie bie Qfigur jeigt, einen erflen unb 
einen legten $un!t, unb ba fte, ber IBorauSfe^ung genti^, aus lauter 
fonfefutiöen 5Pun!ten befiel fo tnu§ fie nad^ bem obigen @Q|e enb= 
lid^ fein, alfo ifi bie tranSfinite 3(t^I ^ unb jebe anbere tranSfinite 
Soif)l flber]^au))t in bem !onfe!utit)en 2)is!retum unmöglid^, biefei^ 2)i§= 
Iretunt !ann bemnad^ ni$t unenblid^, fonbern nur enblid^ fein. 

^nbererfeitiS toieber ntug, gerabe begl^alb, totil bad lonfelutiüe 
2)i§Iretuni, fpejiell ber S^igur 2, ben OoIHomnten abftquaten Ion!reten 
SlusbruÄ ber abftraften aritl&metifd&en JHeil^e enblid^er 3öl&Icn bilbet, 
in benifelben ganj ebenfo bie 3ö]§I «> möglid^ fein, toic fie in biefer 
abftraften ffleil^e ber 93orauSfe^ung gent&g möglid^ x% @onttt ge» 
raten toir in eine offenbare Slntinomic: einerfeitS !ann infolge ber 
t)oIIen ^ongrueng ber abfira!ten aritl^metifd^en 9leil^e enblid&er 3<t^Ien 
mit ber fonlreten geometrifd&en Sleil^e t)on fonfelutiöen ^Punften (mit 
einem erften angefangen) bie le^tere, ba fie jiets aufeer hzm erften 
audg einen legten $unlt l^at, nidgt unenblidg fein, unb anbererfeits 
mufe fie !raft berfelben Äongruenj aud& unenblid& fein fönnen, ba bie 
entf|)red6enbe aritl^mctifd^e Slcil^e unenbUd^ fein lönne. SDie Slntinomie 
ip, fotoie fie l^ier formuliert »orben, ungtoeifell^aft unb man mu^ fie 
nun ju löfen t)erfud6en. @8 finb nun offenbar nur brei ßßfungen 
berfelben mSglid^, je nad&bem ob man bie eine ober bie anbere ©eite 
berfelben gelten Ift^tf ober ob man einfad& bie gange ©runblage ber« 
felben, baS fonfe!utit)e S)t8fretum, für eine Unmöglitftleit erllftrt. 

* ^aäi ben ^tt3i|)iett bet bisftcteti Geometrie (bergl. ,(51. b. n. ®.*, @. 345, 
unb ^^r. b. «Ol/, ©. 252, 3) befielt bte ©töfte ctncr reetten (Beraben uttt in ber 
Summe ber trreettcn giDifd^enirnnfte. Sür bte 5ier gefül^rten SBcmetSfü^ruttgen tft eS 
aber tneleöont, ob man bie (Bröge ber reetten (Seraben In bie Summe ber reellen 
^nlte attein ober in bie ©umme ber irreetten fünfte attein ober in bie ©umme 
beiber je^t, in jebem Satte ftnb bie entjpreci^enben fünfte (ref|). ©lementargerobcn) 
fonfefutib. über biefe berfd&iebenen formetten SKöfilid^Ieiten ber ©d^ö^unö ber ^röfee 
reetter ®eraben (unb ber (Seraben überl^aupt) in ber biSfretcn ©eomettie öergl. mon 
meinen crioö^nten 3luffa^ in ben ,?lnnalen ber ^aiuxpWo]opi\t\ IV. S5b., ©. 239 ff. 



Die transflniten 3al^Ien unb bas fonfefutbe Dtsfretum. 61 

2)te crfie unb, metner Slnfid&t m(k, bie ctnatgc togtfd^ l^altbare 
Söfung ber Slnttnomte befielet in bet SSel^auptung, ba^ eine an^ ton- 
felutiöen ^ßunlten bepel^enbe ^Punftmenge nottoenbigertoeife einen erfien 
unb einen testen 5PunIt l^aben unb infolgebeffen, bzm obigen un- 
jtDeifell^aften @a^e gemdg, enblid^ fein muffe unb bag barauS ju= 
gleid^, auf ©runb jener Dotten ßongruenj ber beiben SReil^enarten, 
bie @nbli(ß!eit ber abftraften aritl^metifd&en Jfteil^e folgt. ®er ©c^ein, 
aus bem bie Slntinomie in le^ter Snftanj entfpringt, befielet in ber 
9)töglid&leit ber :potentieIIen gortfe^ung biefer legieren in8 Unbe= 
ftimmte, b. I&. bie @nblid&leit ber abflratten arit^metifdöen SReil^e iji 
nid&t bie beftimmte, fonbern bie unbeflimmte ®nblid&feit. 3n bem= 
felben @inne lann aber aud& bie geometrifd^e SÄenge unbeftimmt enb= 
Ixä) fein: jtoar ifi jebe einmal gefegte 5Pun!tenmenge als beftimmt 
enblidg ju benfen, nid^tiS l^inbert aber biefelbe fid^ nod^ größer ju 
beulen, loenn babei nur nid&t öergeffen toirb, bafe pe ate fold&e, ein* 
mal gefegt, beftimmt enblid^ ift.^ SQSie jebe 5PunItmenge, bie toir 
uns, biefer a3e]öaut)tung gemäfe, beulen, enbU(i6 ift, obgIeid& jebe nod& 
großer gebad&t werben lönnte (burd& ^tnjufügung neuer 5PunIte), ebenfo 
märe jebe So^t bie toir uns beulen, enblid^, obgleidö jebe, burd^ §in- 
gufflgung einer neuen @inl)eit, oergröfeert toerben fönnte; unb toie 
jebc lonfelutiöe ^Punltmengc einen legten 5Punft l^ätte, fo l^atte aud& 
iebe beftimmte 3a^Imenge eine lefete Scif)l in fid6.* 

SDie jtoeite ßöfung beftttnbe barin, bie SRotmenbigleit ber Sal^I 
Cd ate ber ©efamtl^eit affer enblid&en 3öl&Ien gu bel^au^ten, ben ent= 
fprcd&enben tt)=5ßunft ber ö>=5ßuttltmenge bagegen ju leugnen. Unb 
biefe ßöfung märe in ber Sat bie einjige logifdö benlbare, toenn man 
ben 3tnfinitiSmu§ be§ lonfelutiöen 3)i8lretum8 um jeben 5PreiS retten 
miff. 9Jlan lann in ber SCat bie SBorauSfe^ung, öon ber mir au8= 
gingen, als mir bie 9lotmenbigleit beS au^erbalb ber (ö=5Punltmenge 
Ucgenben ö>=5punlteS als beS ßorrelatumS ber auf äffe enblid&en Sollten 
folgenbcn 3ö^I «> be]&aul)teten, anfd&einenb mit gutem ©runbe in Slb» 

1 9Äon öetgl barüber auSfü^tUdJ »^ßr. b. m.\ S. 173 ff. 

^ über bie 9lottt)enbtg!eit ber SBoraitSfe^ung ber größten enblid^en gal^I ber 9iaum> 
fünfte bergt, man bagegen „^. b. Tt,\ 6. 307—312. 3dJ ntnft l^icr auSbrödlid^ 
bemerfen, bag biefe Slottoenbiglett nur auf bem ©ianbpunhe beS fhengen gfinitiSmuS 
gilt unb bag baS Dilemma: enttoeber bie Sufftttigleit ber bieQeitlid^en 3BeU ober bie 
9^ottt)enbtgIeit ber grbgten enbli^en Sal^I (a. a. £)., B, 311) nid^t me^r gilt, toenn 
bie ^5gU(9^Ieit beS SnfinttiSmuS auf bem Stanbpunfte ber neuen (Geometrie (ref:p. 
bie )8ereinbar!eit beiber) jugelaffen toirb. 
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rebe {leDen. 2)etm toenn t9 in ber S^Ienmenge (o^), b. 1^. in bei 
Snenge aller enblid^en Sagten, beten 3üI^I <o ifi, !ein Ie|teS ®Iieb, 
b. ff. !eine grogte refp. Ie|te enblid^e 3q^I gibt bann !ann e§ in bet 
^unftenmenge (<») !ein le^ted ®Iieb, b. (. !einen legten $unft geben, 
fo bag n)ir einfat!^ nur bie ^nttmenge » al8 mdgttil^ boranSgufelen 
l^aben, unenblici^e ^nftmengen bagegen, bie grdger ab ^ mdren, 
ober, prajifer aui^gebrfidt, unenblU^e ^unftmengen mit einem erfien 
$un!te (bem Anfang), bie groger als a> lodren, ate unmSglid^ au8= 
}uf4Hegen l^aben, ba fol^e äRengen notoenbigenoeife bie ^untt- 
menge (co + 1) als S^eilmenge entl^alten mflgten, biefe aber na(6 bem 
obigen (Jfunbamentalfa^e Aber !onfeIutioe ^nltmengen mit beiben 
Snben nottoenbigerioeife enblid^ fein mügte, ttorauS bann aud^ bie 
<SnbHd^!eit ber «O'Slenge unb atfo au4i bie Snblid^Ieit jeber nad^ 
einer enbli^en ober unenbUd^en Sal^I bielfad^en $un!tenmenge folgen 
lo&rbe (nid^t nur alfo lo&ren SRengen bon ber gform o>-v, fonbern 
aud^ bie STlengen t)on ber Oform «o^ ufm. enblidb, benn ttenn bie 
a>s$un!tmenge enblid^ ifi, bann mug aud^ ). 99. bie o>'=$unftmenge 
enblid^ fein, ba fte in bejug auf bie erfle enblid&e «osäJlenge felbft 
eine a^SRenge öftre ^c). Sb^aft genommen lofirbe jkoar aud^ in 
biefem x^aUe bie unenblid^e SoVl ^ auf aDe enblid^en Sagten un« 
mittelbar folgen, il^r toArbe aber im Gebiete ber fonfelutiDen ^unÜ* 
mengen lein $un!t mel^r entf))red&en, ber Sa^l ^ U)flrbe in biefem 
SfaDe einfad^ bie gefamte unenblid^e $unltenrei^e ber $un!tmenge 
(o>) entfpred^en. 

S)tefe 93e]^aut)tung liege ftd^ fogar Dom abftraften @tanb))unfte 
aus Derteibigen. S)enn baS Sigentümlid^e ber SdfjH o> befielet eben 
barin, bag fte bie ©efamtl^ett aQer enblid^en Sal^len bebeutet, ba| fte 
bie ätealifterung ber gefamten Sleil^e biefer Sal^len als gegeben unb 
DoDjogen fe^t, fo ba^ man in biefem SSoDaug unb @e^ung biefer 
äteil^e, bie !ein le^teS ©lieb ^at, gletdbfam bie einjtge Aufgabe ber 
Sal^l CO erbliden !ann. 9luf bie mit einem erften $un!t beginnenbe 
$unltenrei]^e flbertragen, loürbe alfo biefer Sluffaffung gemftg bie 3a]^l 
(0 etnfad^ bie ben enblidgen Sal^len entfpredgenbe Slealtfterung biefer 
gangen Steil^e (toaS aus ber Orig- 2, too iebem !ßun!te ber l^orijon- 
talen mit einem erften $unlte beginnenben ^unltreil^e eine oertüale, 
ber enblidgen 3al^l entfpred^enbe $un!tenrei]^e entf))rtdgt, unmittelbar au 
erfel^en ift) bebeuten, ol^ne bag baburd^ ein augerl^alb biefer gangen 
Sleil^e liegenber, ber 3a^l ^ felbfl entflJted&enber unb biefetbe im ttn= 
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t 

enblldöen abfd&ltcfeenber 5ßunft gefegt toerbcn tnüfete (in ber gig. 2 
toürbc alfo in biefem {Jattc auf attc bic enbUd&cn Dertüalcn ^Punften« 
mengen feine unenbUd^e uertifale ^ßunftenmenge h] folgen, fo ba^ aud& 
in ber l^ortjontalen ^ßunltenmenge !ein biefer Dertilalen cösaJlenge ent= 
fpred^enber tt>=5Pun!t öorlommen tofltbe). 

SBenn man nun fragt, ob man bei biefer jtoeiten ßöfung anberen 
tranSfiniten 3cil^Icn au^er ö> eine geometrifd^e Sebeutung beilegen 
lann ober ni(^t, fo lann man fid& ganj gut beulen, bafe aud6 il&nen 
eine fold&e julommt. S)enn bie 3a^l «> bebeutet in biefem Satte nur 
bie mit einem erflen fünfte beginnenbe unb mit feinem legten ab= 
fdölie^enbe 5|}unftmenge, b. 1^. biefelbe bebeutet eine aus fonfefutit)en 
^Junften beftel^^nbe, einen Slnfang, aber fein 6nbe l^abenbe ©erabe. 
®a fid& aber bie fjortfe^ung einer ©eraben aud& in ber entgegen« 
flefe^ten [ftid&tung benfen Iftfet, fo ^inbert nid^ts, ba6 bie ©erabe öon 
bemfelben erjien fünfte, toie in bem erften gatte anfangenb, aud& in 
ber entgegengefe^ten SRid&tung fid& inS Unenblidfee erflredft, b. 1^. ber 
Scif)l ^ entfpridfet, toie bieS bie gig. 9 jeigt. SltterbingS iji bieg nur 
fo moglidg, toenn ber tranSfiniten 3c^^lenle]^re (SantorS ftatt jeiner bas 

- + 
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Sig. 12. 

©leid^l^eitiSfriterium SSeronefeS gugrunbe gelegt toirb, ba eine t^ort- 
fe^ung ber a)=5ßunftmenge ebenfotoenig nadfe t)orne (in ber negativen 
Sftid^tung) möglid^ ift, mie fie nad^ leinten (in ber ))ofitit)en 9lid^tung) 
unmöglid^ loar, folange baS ©teid^l^eitsfriterium S^antoriS galt, ^ier 
ift bieS nod^ \>xd einleud^tenber, als ed in jenem f^atte ber g^att toar. 
2)enn toenn nad^ @^antor bie SRenge 

mit ben !Dlengen 

2, 3, 4, 5 V 

3, 4, 5, , V, 

4, 5, , V 



glei$ (cefp. Al^nUiJ^) iß, bann t^ fie au$ mit ben ÜJlengen 



64 Dritter ^h^dtntH. 

"/ '•f "/ *^f ^t •••••>•'#••••• 

3, 2, 1, 2, o, if , V, 
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gletdg (refp. Al^nltd^), iDorauS unmittelbar bie UnmösUd^!ett einer Sfott« 
fe^ung ber aus lonfelutiDen fünften beflel^enben ®eraben in ber 
negattDen 9lid^tung (menn bie erfle aU ))ofittD bejeid^net mirb) folgen 
iDflrbe, ba ieber $un!t, ber bem 9[nfang8pun!t ber in ber fio^iiten 
9li(^tung oerlaufenben ®eraben l^ingugefflgt koirb, felbft au btefem 
il^rem SnfangS^un!te tt)irb. Sßirb bagegen baS (Sletd^l^eitSbiterium 
(Santord aufgegeben (man t)ergl. barflber bie ^nmerhtng @. 42), bann 
leud^tet Don felbft bie Stöglid^Ieit biefer Orottfe^ung ber ®eraben in 
ber negativen Slid^tung ein unb eS toürbe bemgemA^ bie WxyoOfjll ber 
!Pun!te einer fold^en feinen Einfang unb fein Snbe l^abenben ®erabeii 
ber &intorf dften tranSftniten 3<t^I ^*^ entf^re^en. 2)en transfiniten 
3a]^len t)on ber gform o> + v Mrben offenbar bie Zeitgeraben biefer 
®eraben entft)red^en, bie aus einer a^$unfte entl^altenben ^atbgeraben 
unb V Dor biefer liegenben fünften beftdnben. 3)en tranSfiniten Sohlen 
(i>*3, (0*4 ac. unb ben bagmifd^enliegenben ScifjUtn Don ber Srorm 
(I) • V -{- V toflrben nur no$ ftral^Ienf örmige unb gebrod^ene (in einer ®bene 
liegenbe) Sinien entfpred^en fdnnen, tod^renb 3. 93. ber So^l ^' offen- 
bar ein ©ei^ftel refp. ein Stiertet einer aus fonfefutiDen ^nften beftel^en- 
ben unenblidgen (breiedigen ober quabratif($en) @bene entfpred^en loflrbe. 
SlQgemein gef|)ro$en toürben unter ben tranSfiniten Sa^I^n nur ben 
unenblid&en Sö^Icti Don ber Qform co, ö>*2, ... co-v, ... co^, co^, ... 
(D^ 2c. feine fünfte im Flaume entfpreii^en, bagegen allen SdW^ ^ou 
ber 3form w + v, w • v + v, w^ + v, w"* + v ac. toürben einjelne 5ßunf te 
entf))red^en, ganj ebenfo loie enblid^en 3Q^ten fold^e entf^red^en, aller» 
bingS mit bem loid^tigen Unterfd^iebe, ba^, loftl^renb ben enbltd&en 
Sal^Ien ol^ne Unterbred^ung bie eingelnen ^nfte entfpred^en, bieS bei 
jenen tranSfiniten SaW^ "id^t mc^r ber gfatt iji, ba gteifd^en il^nen 
Sal^Ien Dorl&anben finb, benen feine fold&e entfpred^en. 

Sie ))lauftbel biefe Sbfung auf ben er^en fölid aud& erfd^einen 
mag, fo filiert fie bod&, logifd^ fonfequent auSgebad^t, bagu, bie Sa^l 
u> als fold^e, b. 1^. als eine befonbere Sctl^t, gu leugnen, alfo nur eine 
3a]^lmenge(co) jujulaffen, ol^ne biefer SRenge felbfl einen OrbnungS» 
t^puS refp. eine 3ct]^I gugufdgreiben. 2)enn eS Id^t fid^ nid^t leugnen: 
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menn bie 3^^Itnenge ((o), b. 1^. bie SJlenge aller enbliii^en (in SantorS 
©pradge) Orbinalaal^Ien, ate tool^Igeorbnete ÜRenge auffiefa^t einen 
DrbnungSt^t'ui^ W* ^^^ ^^ oX\o eine 3^^! biefer äJlenge gibt, bann 
ifi biefe 3^^! begrifflii^ tttoaS ganj bleues, toa^ mit jener äJlenge 
fetbft nii^t mel^r jufammenfftllt, unb eS ntu§ bann notioenbigertDeife, 
toie auf alle bie enbKtigen S(^W^ ber 3^^ltnenge (co) bie unenbtitige 3<^^t 
CO felbft unmittelbar folgt, ebenfo auf alle $un!te ber !onfe!utit)en 
^jJunftmenge (w) ein ö>»5punft folgen, ber biefe 3Jlenge im Unenblid^en 
ebenfo abf^tiegt, loie bie 3(^^I i^ ben begrifflidgen Slbfd^Iug ber 3cil^I' 
menge ((o) bitbet. 3{t bem nun fo (bie S^ig. 2 überjeugt unS un- 
mittelbar t)on beffen Sal^rl^eit), bann mu|, koenn bie $un!tmenge 
((ö) n)iberf))rudgSlod gebadet toerben foQ — unb fie lägt fi(|, toie toir 
fallen, nur fo toiberfprud^StoS beulen, toenn fie !einen (O'^unlt auger 
fid& im Unenbü(ä6en l^at — , offenbar bie 3ufammenfaffung ber S(^W 
menge (a>) in ein ©anjeS, b. )§• bie SSel^auptung, bag biefelbe einen 
DrbnungSt^puS befi^t, fallen gelaffen loerben. 3n biefem Statte l^&tten 
nun bie ber 3ft^I <«> nac^folgenben Söl&Icn t)on ber ^^rm w + 1, 
CO + 2 uf»., toie alle tranSfiniten S^W^ überl^aupt, leinen birelten 
arit]^metif(igen @inn mel^r, fie to&ren bloge 3ei(|en bafür, ha^ gu ber 
^^unltmenge (co) neue in berfelben 9lid^tung nidgt mel^r liegenbe fünfte 
beS fonfelutiDen S)iS{retumS, beffen SBeftanbteil jene $un!tmenge bilbet, 
^injugefägt toerben foHen, ref)). bag eS foldge fünfte gibt. 

äBenn toir nun ju all biefem nodg l^insufügen, bag auf ®runb 
beSfelben 6a^e8, auf ®runb beffen !onfe!utit)e co-$un!tmengen mit 
einem (feften) @nbe im Unenblid^en unmögUd^ finb, aud^ unenbli^ 
Heine, aus fonfe!utit)en fünften beftel^enbe Streden in bem !onfe- 
futiöen 3)i8lretum auSgefd&Ioffcn ftnb, — benn in biefem Qfatte mflSte 
nottoenbigertoeife eine enblid^e @tredEe aus unenblicl t>xzUn foltigen 
unenbU$ {(einen ©treden, btn einfallen (SIementargeraben, befleißen, 
alfo aus einer unenbliiigen ^ngal^I Don {onfe!utit)en fünften, toaS 
eben nad^ ienem @a^e unm5gli(| ift, ba jebe enblid^e ©trede in biefem 
f^aSe eine einen erften unb legten $unlt l^abenbe, aus lonfelutiDen 
5PunIten beftel^enbe (co + 1) ^Punftmenge barPetten toürbe (t)gl. barüber 
auSfül^rlidger toeiter unten) — toenn toir, fage iäi, aud^ biefeS in 99e- 
ixaH^t giel^en, bann erft toirb uns {lar toerben, toie Armlid^ einem ton^ 
fequenten UnenbIid^feitSt)ertreter bie ^ntoenbung beS UnenblidgleitS' 
begriffs auf baS lonfefutiDe 2)i8!retum erf$einen toirb. Unb bod^ ift 
bieS baS ^ugerfte, toas fidb nod^ Don bem UnenbU^IeitSbegriff, toenn 

!PetronicDic9,^ie t^pifd^en Oeometviett. 6 
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man ftd6 nti^t babei in unlasbare unb l^anbgreiflid&e 3Biberf))rüd^e 
t)ertoi(!eIn iDiK, retten !ann, loenn betfeI6e auf bai !Dnfe!uttt)e ^xittt- 
tum angeiDenbet iDerben, toenn al\o btefeS leitete unenbltd^ fein foD. 
SBie man aus bem Obigen fielet, {teilt biefeS ttv bem Ionfe!utit)en SDiS- 
hetum no$ möglid^e Unenblidge togifd^ baS äJlinimum beS Unenb- 
fidlen bar, ein ÜRinimum übrigens, loetd^es, n^enn man nur ftreng 
Iogif$ beulen \dxU, gerabe an ber ©renge ber UumSglid^feit fielet. 

2)enn U)enn bie 3<^^Itnenge (o)) felbft !eine 3ctl^I mel^r l^at unb 
bie 5Pun!tmenge (co) leinen legten biefelbe im Unenblid^en ab« 
fti^üeBenben ^ßunlt, bann gibt eS feinen begrifflidöen Unterfd&ieb mel&r 
gtDifd^en ber unbeftimmten @nbU(|!eit ber aritl^metifd^en ^teil^e enb» 
Kd&er Sal&len, bie berfelben nad& unferer erften ßöfung julommt 
unb biefer t)ermeintlid&en' attuetten Unenblid^Ieit ber 3o^Itnenge (co) 
einerfeits unb ber unbeftimmten €nblid^!eit ber geometrifd^en Sleil^e 
einer mit einem erften fünfte anfangenben !i)nfe!utit)en $un!tmenge, 
bie berfelben na(§ unferer erjien Söfung jufommt, unb biefer t)cr« 
meintlid^en a!tueQen Unenblid^Ieit ber ^unltmenge ((o) anbererfeits. 
3)enn bie unbeftimmte (SnbUi^Ieit ber aritl^metifi^en Sleil^e bebeutei 
im erften i^Ut nid^ts anbereS, als ba% fi(| biefe Stetige nie als ein 
SanjeS beulen l&^t, bag bie Unenblid^Ieit berfelben nur in ^fottn- 
tteUem, nid^t aber in altuellem @inne beftel^t, bag eine unenblid^e 
3abl aller enblidgen SafiUn nid^t beftel^t, ba% Dielmel^r biefe Sleil^e 
ftets mit einem legten enblid^en ©liebe enbigt, bag fie alfo, 
altuell gegeben gebadet, ftets (beftimmt) enblid^ ift, unb baSfelbe 
bebeutet bie unbeftimmte (Snblid^Ieit ber mit einem erften fünfte 
beginnenben !onfefutit)en ^unltmenge. hieraus ift eS !lar, bag 
— ba bie gtoeite ßöfung, toenn fie logifd& lonfequent burd^gefül^rt 
toirb, ftd& t)on ber erften nur formell unterfd&eibet — , toenn bie crfte 
ßöfung rid&tig ift, bie jtoeite nid^t rid&tig fein lann et vice versa. 
S)enn toenn bie erfie ßöfung für eine unrid&tigc erHdrt wirb, fo be= 
beutet baS nidgt mel^r unb nid^t loeniger, als ba§ bie unbeftimmte 
@nblid^!eit refp. bie ))otentieIle Xlnenblid^leit ber aritl^metifdgen unb 
ber geometrifd^en lonfefutiöen Sleil^c als fold^e unmöglid& ifi, ba^ biefelbe 
nottoenbigertoeife ju ber aSorauSfcJung ber altuellen Unenblid^Ieit bcibcr 
9lei]§en fül^rt, toorauS bann, toie oben auSgefül^rt, mit 3lottt)cnbig!eit, 
toenn aÖe »eiteren SBiberfprüdöe beS Unenblid^feitSbegriffS aufgel^oben 
»erben fotlen, bie Stid^tigleit ber jtteiten ßöfung folgen toürbe. 3Bcnn 
fid& aber bie erfie ßöfung preng logifd^ bcgrünben läfet, toie id& 
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bteS an einem f(igon angefül^rten Orte gegeigt l^a&e, bann folgt 
barauS unjtoeifell^aft, ba^ ftd^ baS Ionfe!utit)e S)ii$!tetum nut aU 
enbttd^ benlen U%t 

9Bie bem nun audg fei, iebenfaüd toirb fid^ ein lonfequenter 
Unenb(id^!eitgt)ertreter mit ber gtoeiten Söfung, bie il^m nur ba§ 
aUerlleinße SKinimum ber SRealifterung feiner SiebHngSibee bietet, 
nidgt aufriebengeben, fonbern er U)irb feine 3uf(ud^t gu einer britten 
red&t rabüalen ßöfung nel^men — ^ er toirb nftmlid& einfad^ bie 
logifd^e äJlogUd^feit beS fonfelutiDen SiSiretumS, baS il^n in fol^e 
93erlegen^eiten bringt, in Slbrebe fieHen. S)amit lottrbe bie gange 
Slntinomie, aus ber jene beiben Söfungen entf))rungen, l^inioegfallen, 
benn fie l^&tte, fo fcigeint es iDenigftenS, bann !einen S3oben mel^r, ba 
il^r ber ©egenftanb, auf ben fte fi(| begiel^t, babur$ tt)flrbe entgogen 
loerben. SDenn mit ber Slufl^ebung beS aus !onfeIuti))en fünften be- 
ftel^enben 9laumeS fd^eint ber UnenbUd^IeitSDertreter aller obigen @orgen 
entlebigt gu fein, ein fold^er UnenbUd6IeitSöertreter, toenn er nur fon= 
fequent genug ift, lofirbe fogar bereitloiKigft gugeben, ba^ ein foldger 
9laum nur enbUd^, ia no$ mel^r, nur beftimmt enblidg fein fönne, ba er 
fonfequentetiDeife bie unbeftimmte Gnblidgleit eines foldgen gur altueUen 
Unenblid^feit (obiger Slrt) erl^cben müfete unb ba biefe unm6gUd6 ift — 
»aS er toieberum no(ä6 bereitwilliger gugeben toürbe — , fo tottrbe er 
eben barauS ben Sd^Iug giel^en, bag bas Ionfe!utit)e SDiSiretum nur 
beftimmt enbUd^ fein !önne. S)a biefe bestimmte @nbtid^!eit, {onfe- 
quent gebadet, gu einer gtögten enblid^en 3a^I ber Ionfe!utit)en SRaum- 
pnnttt filieren mfigte, fo lodre baS nur ein ®runb mel^r, bie logifd^e 
aJlögUdfefeit beS !onfe!utit)en ©is!retumS gu leugnen.* 

SBäre nun toirüid^ ber UnenblidgleitSDertreter mit biefer feiner 
^eftreitung ber logifd^en 37löglidg!eit beS lonfelutiDen 2)iS!retumS mit 
einem @d^Iage all ber @orgen frei, bie il^m biefeS bereitete, folange 
eS nod^ als logifd^e 9Jlög{id&!eit galt? Seiber nit^t. 2)enn loenn 
man einmal ben UnenblidgleitSbegriff bei einem fold^en, bem Sal^l- 
bislretum unmittelbar entfpredgenben StaumbiStretum nad^ feiner 
STlöglid^Ieit gelprüft l^at, bann l^at man in il^m unb bamit aud^ im 
93egrtffe beS unenblid^en StaumeS mand^e @d^tt)Ad§en unb SJl&ngel loal^r» 
genommen, bie fonft DbQig t)erborgen unb unbemerlt blieben. Vinb ti)enn 
man bann felbfi bie logifdöe SJlöglid^feit eines fold&en 9laumbis!retumS 
in Slbrebe fteUt, bleiben biefe (Sinfid^ten in bie @dgto&d^en unb SJldngel 

^ Ü(er bie gtö^te enbU$e 3a(I tetfit. man iebod^ aud^ bie Knmettund auf 6. 61. 

6* 



68 Dritter 2ih^niH. 

beS Uncttblid&fcttjJbcfltiffg in feiner Slntoenbung auf ben Slamn baDon 
unberül^tt unb man !ann fte bann aud^ auf anhext Staumfomien fi6er= 
tragen. S)ieS toirb frciUd& nur bann ber gfatt fein, toenn e8 gcKnßtr in 
biefen Unteren eine Slrt fonfeIutit)er Steile ju entbedfen, benn finb bie 
Seite berfelben, möge man unter biefen le^teren toeld&e Seile immer t)er= 
fiel^en, fiets inlonfefutiD, bann laffen fid& jene ©d^toierigfeitcn be§ 
Unenblid^IeitSbegriffS, bie aus beffen ^ntoenbung auf baS lonfefutiDe 
S)ii$!retum entfpringen, nidgt auf biefe anberen 9taumformen über- 
tragen. 

9lur eine einfa^e Überlegung üBergeugt uns nun baDon, bag 
fold&e lonfefutitie SCeile au(| bei biefen festeren JRaumformen eEifiicrcn. 
S)enn nad^ bem in bem erflen SlBfd^nitt biefer Slbl^anblung 9(u§= 
gefül^rten bejiel^t fi(| bie 3nIonfe!ution ber Seile in ber Iontinuier= 
lii^en unb in ber in!onfe!utit) biSlreten SRaumform nur auf bie 
legten Seite, aus benen biefelBen (refl). bie barin) bejiel^en, baS ]§ei§t 
auf bie einfa$en 9laum))unlte, bagegen finb bie ausgebel^nten, baS 
l^eigt aufammengefe^ten Seite berfetben ftets lonfelutit), ba 3. f8. in 
einer auSgebel^nten @tredEe bie auSgebel^nien Seile, aus benen fte befielet, 
felbji toieberum auSgebel^nte ©tretfen finb ufto. in infinitum. S)er 
einjige Unterfd&ieb, ber in biefer ^infid&t stoifd^en bem fonfeJutiDcn 
®is!retum einerfeits unb biefen Beiben inlonfelutiDen 3laumformen 
anbererfeitS Befielet, liegt barin, bag eS in bem erfteren, ba bie au^» 
gebel^nte Strede eines fold^en SlaumeS in te^ter ^nftang aus einfad^en 
lonfelutiben 5PunIten Bepelzt, eine fleinfte unteilbare ©tredEe gibt (fie 
fallt mit bem jtoei reelle 5PunIte trennenben irreellen 5Punfte 3U= 
fammen), toSl^renb eS in ben festeren leine fold&e fteinfie ©trede 
gibt, ba eS barin jlDifd^en gtt)ei ^unlten ftets einen britten unb alfo 
eine unenbtid^e SÄenge Don fold^en gibt, bie offenbar immer eine 
©tredCe lonftituieren. DBgteidö man nun für eine aus in!onfefuti\3en 
5ßunlten Bejtel^enbe ©tredfe felbiit)erpftnblid& nid&t Be]§au))ten lann, 
ba§ fte aus !onfefutit>en Seilen Befielet, loenn unter ben le^teren 
bie einfadöen, fie lonjlituierenben (ref}). barin als t)or]^onben ju beulen» 
ben) fünfte felBft t)er|ianben werben, fo lft§t fid& bieS offenbar ganj 
tDol^l tun, toenn unter biefen Seilen bie ©tredfen felBft Derjianben 
toerben, auS benen fie Bejiel^t. S)a§ cS in einer fold&en ©trede leine 
Iteinjie einfad&e SeiljiredEe giBt, iji baBei offenBar irrelevant, benn 
loenn ton irgenbeine fotdge SeilftredEe jur (Sin^eitSftredfe nel^men, 
!&nnen loir bann ftets bie ganje ©tredEe als aus einer (rationalen 
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ober irrationalen) Slnjal^t öon folgen Seilflreden Bepel^enb auffaffen, 
inbem biefe 5£eilftre(ien unmittelbar aufeinanberfolgenb bie gange 
©trede aui$ma($en. 

SBenn nun eine aus inIonfeIutit)en fünften beßel^enbe Strede 
(ref)). ©erabe) gang tool^I als au3 IonfeIutit)en Steilen beftel^enb auf» 
gefaßt loerben fann, fofcm unter biefen bie fie fonjiituierenben S^eil- 
ftreden Derftanben toerben, bann I&gt {t$ offenbar auf biefelbe ol^ne 
(Sinfd^rinlung bie für bie aus Ionfe!utit)en fünften beßel^enbe ©erabe 
geltenbe SSel^auptung übertragen, ba^ nämli$ eine fold^e ©trede nur 
fo unenbüd& fein lönne, toenn fie !ein 6nbe im UnenbUd^en ]§at (unb 
ba6 fie, toenn bieS lc|tere unmögtidö i|i, nur enblid& fein fönne). ©enn 
gibt man einmal bie 9lid&ttg!eit biefer SBel^au^jtung für bie auS IonfeIu= 
tit)en 5Punften beftel^enbe ©erabe gu, bann muß man mit logifcfter SRot- 
loenbigleit btefelbe für j[ebe ©erabe äber]^au))t gugeben: benn baß bei 
ber er jien ©eraben bie Seilgeraben mit ben fie lonfiituierenben ein- 
fad^en Steilen, ben 9laum})unlten, in lefeter 3nftang gufammenfallen, 
ift nur ein befonberer Umflanb, ber mit ber Äonfelution ber Steil= 
geraben einer ©eraben über]^au))t, toenn bie logifd^e SOtbglid^Ieit 
anberer ©erabenarten (refp. ber aus in!onfefutioen 5punÖen beftel^en» 
ben) gugelaffen toirb, in feinem begrifflid& nottoenbigen Sufammcm 
l^ange ftel^t, ba ia in biefen legieren !onfeIutit)e Steilgerabe bejtel^en, ol^ne 
baß bie einfa^en Seile berfelben, bie 9laum<)unlte, fonfe!utiO finb.* 

^ @3 ift fogar merfmütbig feftaujienen, bag bie SBiKfürli^feii ber angenommenen 
(Sinl^eitSflredfe bei biefen ®eraben alle ^ebeutung betliert, mnn bie Stage nad^ ber 
Unenblid^Ieii einer fold^en ®eraben erl^oben loirb, b. 1^. toenn oorauSgefe^t ttirb, eine 
\t>läie (Serabe fei altueH nnenblid^. 9n ber S^ig- 13 ift eine ®erabe bargefteHi, bie al§ 
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»ig. 13. 
ins Unenblid^e fld^ erftredfenb au benfen i^, in ber juerft eine mit 1 unb l^ Beaeid^nete 
€tredte sur (Sinl^eitSfhrede genommen toorben iß unb augerbem nod^ eine atoeite mit 
2 nnb I2 beaeid^neie Strede, bie ba^ 2)ot)))eIte ber erflen Gin^eitSfirede betrSgt« 
9la(^ bem (Slei^l^eitSfriterium SSeronefeS ift nun offenbar bie unenbli^e Sleil^e 

1, 2, 3, 4, V 

atoeimal grüner als bie nnenblid^e Sieil^e 

2, 4, 6, 2v 
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SBenn bem nun fo tft, koenn atfo bie unenbUd^ gtoge (Serabe 
mit bem @nbpun!t im Unenblicigen nid^i (eftel^t, bann l&gt ftd^ 
baxQUd leidet ber merftoflrbifle @d^lug aiel^en, bag fid^ eine unenbltd^ 
{(eine ©trede im fRaume, möge bie Strultur beSjelben toxt immer 
fein, über]§au))t nid^t benlen Ift^t. 2)a^ in bem !onfeIutit)en 2)tS= 
iretum eine fold^e unbenibar ifl, folgt unmittelbar aus ber Unmog^ 
tid^Ieit ber unenblid^ großen @trede mit bem im Unenblid^en Iiegen= 
ben (£nbpun!te in bemfelben. S)enn bie unenblid^ Heine Stredfe erfter 
Drbnung, iDenn nur eine fold^e (um gunAd^ft biefeiS einfadgfle 93etf))iel 
in 93etrad^t gu giel^en) als möglid^ gugelaffen toirb, toflrbe offenbar in 
biefem Statte mit ber {(einfien @tredEe im lonfelutiben S)is!retum gu» 
fammenfaUen, fo bag iebe enblidge @treäe in bemfelben bann aus 
unenblid^ t^ielen !onfe!utit)en, unenblid^ Heinen SeilftredFen biefer %xt 
befleißen toflrbe, alfo in begug auf bie Keinfte S£eilflredEe eine unenb= 
K(b gtoge ©erabe mit SlnfangS» unb @nbt)un!t barjteKen toflrbe, 
biefe Untere aber nad^ bem oben SluSgeffll^rten unmoglid^ ifl (nod^ 
unmittelbarer lägt fid& bieS einfel^en, toenn in SSetradgt gegogen toirb, 
ba§ iebe enblid&e ©tredCe in biefem Satte eine unenblid&e fünften» 
menge mit einem erjien unb legten 5PunIte barfteffcn toflrbe, bie aber 
nad^ bem be!annten ©a^e unmöglid^ ijt), toorauS nur bie Unmöglidg^ 
!eit ber unenblid^ Heinen einfad^en SetlftredEe folgen toflrbe. SDa nun 
in iebem unenblid^ jlleinen beliebiger Orbnung in htm !on[e!utiDen 
2)i8lretum nottoenbigertoeife bteS unenblidg ßleine ber einfad^en %äh 
ftrecfe als le^ter SBeftanbteil auftreten mflgte (eS genflgt aud^ bie un- 
enblid& !leine ©tretfe nftd^ft niebercr Drbnung in ä3etrad6t gu gleiten), 
fo folgt barauS ol^ne toeitereS, bag ftd^ eine unenblidg {leine ©trede 
in bemIonfeIutiDen3)i8{retum, toenn in bemfelben bieunenb* 

fo bag, wenn w bie Sa^l jener erjien Sleilje \% ^ biejenige ber jtociten fein »irb. 

S^ie unenblid^e ®erabe, toeld^e ber erjlen !Reil^e entfprid^t, ioirb offenbar ebenfo gro( fein 
tote bie ®erabe, bie ber aioeiten IRetl^e enif^ri^i: benn bie (Sin^eiiSjlrede ber imdttn 
ifl atoeimal größer als bieienige ber erflen, fo bag, oBglei^ bie Sal^l biefer ^inl^eits« 

ftreden— ifl, bie refultierenbe (Serabengröje bo4 biefelbe loic im erflen gaUc 

fein loirb, ba ^ • 2 = w. (ä^nlid^eS toürbe fidj ergeben, ioenn sioei ©eraben mit 

ben (Sin^eitsftreden 1 unb 3 }c« angenommen loerben.) ^a m^ bem ©leid^l^ettS' 

Iriterium ©antorS bon oornel&erein % ref|). - (»o - bem fluSbrutf vcu entfl^ri^t) 

2 V V 

= CD ift, fo folgt barauS oljne weiteres baSfette Slefultat. 
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li^ dxo§e@tre(Ie mit betn@nb))un!t imUnenbUd^en nid^t it- 
fielet, ni(i^tben!enli§t, ba§tn bemfeI6en bann jebe enbUdge Streife 
aus einer enblid^en Slnjal^I t)on $un!ten ref)). Ileinflen SEeilftreden befielet, 
t^rasen toir uns nun, oB ftd^ in bem in!onfe!utit)en S)is!retum 
bie unenbltd^ fleine Strede beulen Iftgt ober nii^t, fo ifi leidet ein= 
gufel^en, bag, tt^enn bie unenbli$ gro^e @trede ntit einem 
im Unenblid^en Hegenben Snbpunite berfelben in einem 
fold&en 2)is!retum unben!6ar ift, aud^ eine unenblid^ Heine 
©trede barin nid^t toirb gebadet Uierben !5nnen. S)enn 
toSre eine fold^e benibar, bann mfigte jebe enblidge @tredEe auS einer 
unenblid^en ((o) ^riidfjH Don fold^en unenblid^ üeinen, !onfe!uti))en 
SEeUßreden erfter Orbnung befleißen, fte mflgte alfo in bejug auf bie 
legtere a(S Sinl^eitSftredEe eine unenbltd^ große @tred(e (erfler Orb» 
nung) mit einem im Unenblid^en Uegenben ßnbpuntte barfieUen, bie 
aber ber SSorauSfe^ung gemig unmSglid^ ift, fo bag barauS un- 
mittelbar bie UnmSgtid^Ieit ber unenblid^ Keinen @trede in einem 
fold&en S)is!retum folgt. SßSI^renb nun in bem Ionfe!utiDen S)iSlres 
tum unter ber gemad^ten SSorauSfe^ung iebe enblidge @trede aus einer 
enblidgen Slnjal^l t)on einfad^en S^eilftreden reft). fünften befleißen müg, 
l&gt ftd^ bieS für bie enblid^e @trede beS inlonfelutiDen S)iS!retumS nidgt 
bel^aupten, ba eS in biefem leine fleinfte enblid^e @trede gibt, fo ba§ 
man in bejug auf biefelbe nur bel^aupten !ann, fie befleiße ftets aus 
einer enblid^en Slnjal^l Don !onfe!utiDen, enblid^en S^eilftreden, biefe 
toieberum aus einer enblid^en Slujal^l Don fold^en uf». in infinitum. 
2>enn U)ie eS in biefem Staume nad^ oben feine größte enblidge Strede 
gibt, b. ]^. feine enblid^e @trede, Don ber ftd^ nid^t eine größere benfen 
liege^ unb bieS fd^led^tl^in ins Unenblid^e gel^t, ol^ne ba^ man babei 
auf eine @trede ßogen toürbe, bie nid^t toieberum enblid^ lo&re, ebenfo 
ift in bemfelben nad^ unten feine @trede benfbar, bie nid^t enblid^ 
b)ftre unb Don ber eS nid^t nod^ eine fleinere enblid^e Strede gibe. 
SBie man l^ierauS fielet, mügte man, fobalb man in einem foldgen 
Sisfretum bie Unenblid^feit nad^ oben in bem tUn erörterten Sinne 
leugnen, b. 1^. ffir unmöglid^ Italien toflrbe, mit 9lottoenbigfeit aud^ 
bie Unenblid^feit nad^ unten in bem tUn erörterten @inne leugnen, 
in loeld^em Sfalle bann aber in einem foldgen Flaume bie Satfad^e 
einer fletnften enblid^en @trede gugelaffen D)&re, Dooburd^ ftd^ baS in- 
fonfefutiDe SDiSfretum notD)enbigerkoeife in baS fonfefutiDe Dertoanbeln 
Mrbe. hieraus folgt alfo unjtoeifell^aft, baf^ baS infonfefutiDe 
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2)i8Eretttm nad^ oben itottDenbigetiDetfe feinet SuSbel^nung 
nadi nnenblidi fein mug, ba balfelbe feiner loefentlid^ fHatnx 
{xt\p. ber $ttn!tenan3a^Q gentftg eS no^ nnten iß, Ml^enb bas {on- 
feltttit>e 2>is!tetnnt nad^ oben and^ enblid^ fein !3nne, ba 
badfelbe feiner loefentlid^n Slatnr gemi^ na^ nnten — nnter ber 
qitmaäfltn SoranSfe^nng — enblid^ fein ntug. 

2)ie Unenblid^Ieit nod^ oben unb unten, Don ber l^ier bei htm 
in!onfe!ntit)en nnb bent fonfelutioen SHSfretnm bie Siebe loar, iß nur 
bie !ein Snbe int Unenbli(6en l^obenbe Unenblid^teit, unb biefe f ann, 
mie frfil^er auSgeffll^rt, nur Unenblid^Ieit ber erßen Orbnung fein, gfür 
unfere SnSfül^ngen int ndd^ßen Sbfdgnitt iß e$ aber Oon großem ^n- 
tereffe ju erfal^ren, toie tS fid^ mit ber Ssiftenj ber nnettblid^ Seinen @tredEe 
in bent inlonfelutit^en 2)iSfretum Derl^itt, toenn unenblid^ gro^e @tredEen 
l^bl^erer Drbnung barin als ntdglid^ gugelaffen n^erben, b. 1^. toenn bie 
unenbttd^ gro^e @tredEe erfler Drbnung al8 einen Snb^unft im Un= 
enbli^en l^abenb aufgefaßt lotrb. Sobalb nun f&r bie aus enblid^en 
{onfefutiDen Zeilßreden unmittelbar l^erDorgel^enbe unenblid^ groge 
@tredEe angenommen toirb, bag ße einen testen ®ren}))un!t im Un= 
enblid^en l^abe (ber ber trandfiniten 3<i^I ^ SantorS entfprid^t), mu| 
man au$ eine unenblid^ !leine @tred(e Dorau8fe|en, bereu im unenb= 
Ud& Ateinen tiegenbe ©renjt^unft gugleid^ bie (Brenge barßeDt, ber bie 
immer Heiner loerbeuben enblid^en Btxtätn jußreben, ol^ne fie je au 
errei^en. Um bieS gu Deraufd^aulidlen, bebienen toit uns ber (^igur 14, 
toorin eine enbtidge StredEe guerß in gioei ^dlften, bann iebe Don 
biefen in jloei ^dlften uflo. geteilt iß. SBenn bie gange Qtxtät 
mit 1 begetd^net toirb, bann toirb ße offenbar aud 2 StredEen be- 
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ßel^en, bie burdg ^ ^^^i^^^^i ßnb, aus 4, bie burd^ j, unb über- 
f^aupt aus V fold^en, bie burd^ - bargeßellt ßnb, b. 1^. bie ben v-ten Seil 

t)on 1 barßeSen. 3ß nun bie ©tredCe 1 aus in!onfe!utit)en $un!ten 
gufammengefe^t, fo U)irb ße ins UnenbUd^e teilbar fein, b. ^. lote 
grog bie enbUd^e So^k^ v aud^ angenommen toirb, loirb eS nod^ eine 
gu ber enbUd^en Sol^t v -f 1 entf))red^enbe Hein^e S^etlßredEe ber 
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©trcie 1 geBcn. Sffienn nun bte ber 9let|c enbltd^cr S^l^len 1, 2, 3, 
4, . • • . V . . • . entfprcd^enben SCeilfitedfen einer ins Unenblid^e 
toad^fenben enblid^en ©ttedCe einen legten ber So^H «^ entf))red^enben 
$unÜ im Unenblid^en l^aben, bann mu% ebenfo bie Steil^e ber ben 

Saluten 1/ 2^1 p p je * • • • 7 • * • • cntfpre(i6enben Xeilfirerfen 
einer ins Unenblid^e abnel^menben enblidgen Strede einen legten ber 
Söl^t ~ entfpred&enben 5punlt im unenbK(5 Keinen ©ebiete l^^ben. 

3Jian lönnte nun aundd^ji meinen, biefer 5Pun!t !önnc mit bem An« 
fan98l)unlte ber ©trede 1 aufammenfatten, fo baS, felbfl toenn in 
bem in!onfe!utit)en 2)i8lretum unenblid^ groge ©treden t)erf(|i^bener 
Drbnungen jugelaffen toerben, man gar nid^t genötigt ift, bie unenbtid^ 
Keine ©tredfe erjier unb biejenigen l^öl^erer Drbnungen juäulaffen. Unb 
biefe ©dölufefolgerung l^fttte toenigften« auf ben erjien Slid (bgl. iebod& 
bie nadgfte ^nmer!ung unten) nid^tiS ^nftö^igeS, folange man bie logtfdge 
3nögli$!eit beiS lonfelutiDen S)iS{retumi$ nid^t in 93etradgt giel^t, benn 
fobalb man biefelbe in äSetradgt jiel^t, fielet man ein, ba§ eigentlid^, 
toenn ber im unenbKd^ kleinen Kegenbe ©rengpunit einer ins Unenb« 
lid^e abnel^menben enbli(igen ©tredEe mit bem ^nfangS))un{t biefer 

©tredfe jufammenfättt (ober in abfolutem ©inne - = ifl), biefe 

bann in Sßal^rl^eit aus einer unenblid^ großen ^njal^I (ber Sc^fi^ ^) 
t)on fold^en unmittelbar aufeinanberfolgenben fünften beßel^en Mrbe. 

®enn toie bie ©tredfe 1 aus v fonfeKitiöen --SCeilfiredfen bepelzt, 
ebenfo müfete fie aus w Ionfe!utit)en ^SteiljiredEen bepel^en, unb, toenn 

- mit bem 3lnfangS})unÖe refp. mit bem einfad^en 5punlte jufammen= 

fdUt, bemnad^ aus co lonfelutiDen einfadgen fünften befleißen. 3n 
biefem gatte l^fttten wir aber offenbar lein infonfeIutit)eS S)is!retum 
mel^r \>dx uns, baSfelbe l^&tte fid^ mit einem ©dglage in baS {onfe!utit)e 
unenblid^e S)is!retum t^erkoanbelt. äBiU man alfo biefeS le^tere t>tx* 
meiben, b. 1^. foU baS in!onfeIutiDe SDis!retum in!onfeIutit) fein unb 

bleiben, bann !ann - nid^t mit bem SlnfangSpunftc ber enMid^en 

©tredfe 1 aufammenfaUen, fonbern baSfelbe mug eine unenbßdg Keine 
©tredfe barjietten, bereu im unenblid^ Keinen ©ebiete Kegenbe @nbs 
punft t)on bem ?tnfangS})unKe ber ©tredfe 1 i)erfd&ieben ift,^ 3ft 

^ S^mfetten SeioeiS latm matt aud^ itnaBl^angtg t)on ber Soraudfetung beS !on< 
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bcm ttBer fo, bann uiu6 audft, tote her Sal&l o>.2 eine uncnbüdö gtofec 
©trecfe entfl)rtd&t, beten im UnenbUdöen Kegcnbc 5Punft Don bcm Sln= 
fanfi8))un!te bie bolfptüe Sntfcxnunfl beS fünftes © ffa\, ebenfo 

ber Soiji -^ ^^^^ unenblid^ Heine ©trede entf^)red&en, beten im un= 

enblid^ Heinen ©ebiete liegenbe Snbt)unft bie l^albe Sntfctnung bet» 
ieniflen ßntfetnunfl Don bem 2lnfttnfl8j)unfte l^at, bie bet ent= 

ft)ted6enbe ^ßunft bet unenblid^ Heinen ©tteife - Don btefem Sln= 

fangSpnnlte l&Qt uf». in infinitum.* 

^ietauS folgt nun, bag, loenn in bem in!onfe!utiDen 
2)ijSltetum bie unenbtid^ gto^e ©ttede einen $un!t im 
Unenblitigen l^at, in bemfetben bie unenbtid^ Keine Sttede 
nottoenbigetkoeife e^ißieten mu^. 

äBaS toit nun in beaug auf bie Ssiflen) bet unenblidg {leinen 
©ttedCe in bem in!onfefutiDen ffiififtelum fePfteKten, Iftfet itd& ol&ne 
Anbetung auf baS Aontinuum flbetttagen. 2Bie im Sfalle, bag bie 
unenbli(ä6 gtofee ©ttede in bem infonfefutiDen ©isitetum feinen 6nb* 

felutiDen S)tS!retumS fo f äffen: »enn bie unenbli^ Heine @irede in bem in!onfefuiü}en 
SHshetum mit bem 9nfanfiS))un!te aufammenf&Oi (unb fle brandet bieS nur bann nt^t 
3tt tun, »enn fein a>-$unlt im nnenblid^ Otogen tjoraufigefett mirb), bann (eßel^t iebe 
enbli^e Strede in bemfelben auS einfad^en !onfe!tttit)en fünften (benn bie unenbli^ 
Ilcinen 0-@tretfett — fünfte — finb eben als XeÜftteden fonlefutib), toomit eben 
baS in!onfe!uiit>e f)ifilretttm als foI^eS aufgel^oben ifk (man fonn baSfelbe 9iefttltat 
am!^ fo auSbrttdfen: aus bloßen ^lullen — 9luII«6tredfen — lägt fiA feine auSgebel^nie 
@tredEe gufammenfe^en). 

^ ^uf (S^runb biefet $(uSf ü^rungen i^ eS leidet einauf el^en, bag bet @:antor«$eanf>f d^e 
«eioeis (öetöl. «antor, Seitfdjtift für ?]JiIofo|)4ic unb |)]Jirofortifdieftritif, «b.91,@. 112 
bis 114, unb $eano, Rivista matematica, vol. n, p. 58— 62) für bie Unm50lid^feit 
ber unenblidj fleinen ©trerfe im intonfefutiben S)iSfretum, ba beibe gorfdjer in bemfelbcn 
ben u>-$un!t im Unenblid^en aulaffen, bon bomel^erein unrtd^tig fein mug. 3n ber ^t 
ßelingt iljnen biefer ©etoeiS — idj lajfe beifeite, ob er aud^ fo gana eintoanbfrei ip — 
nur fo, ba6 fte, ttie fte ber unenblid^ ßrofecn ®eraben feinen (feften) 3(nfan0S|)unft, 
fo ber unenblid^ fleinen 6tredEe feinen (fe^en) dhtb^unft auf4^eiben. 9Bit l^aben 
aber gefe^en, bafe im Satte ber Sulaffung eines od -fünftes im Unenblid^en, tocnn 
nid^t bon bornel^erein bie ^nioenbung ber tranSftniien Sal^Ienlel^re SiantorS unmöglid^ 
gemad^t merben fott, baS ®Ieid^l^ettSfriterium SianiorS nottoenbigertoeife mit bemjenigen 
SBeronefeS bertaufd^t toerben mug, toaS toieberum, geometrifd^ auSgebrüdEt, bebeutet, 
bafe iebe ©tretfe, fei fte unenblidj groß ober unenblid^ ftein, nottoenbigertteife fotoojl 
einen (feftcn) ?lnfang§« toie einen (fejten) @nbi)unft ^aben mu^, »omit bie Geltung 
beS (S:antor'$eanofd^en ^etoeifeS ;|)rinaipiett aufgel^oben ift. $ergL barüber aud^ bie 
SBemerfungen SBetonefeS in beffen i^Örunbaügen ber Oeometrie", @. 701—705. 
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pnnU im Unenbltd&en fjat, in bctnfelben bie unenbK^ Heine ©trede 
nt(igt ben!6ar ift, eBenfo unb aus bemfcKen ©runbe ift eine fol^e 
©trede in biefem Satte audö in bem flontinuum unbenibar. 2Benn 
bagegen bie unenblid^ gro^e ©ttede einen @nbt)unft im Unenblidgen 
]&at, bann toirb im ßoniinuum bie unenblid& Heine ©tretfe ebenfo 
ejiflieren muffen, toie pe in bem inlonfefutiöen SiSfretum ejtftieren 
mn% ia fogar ift biefe Sßottocnbigleit l&ier nod& einleud^tcnbet. 3)enn 
n)&]^renb n)ir bort auf biefe 9{ottt)enbig!eit baraus f$Ioffen, ha^ man 
fonft ben einfad^en ^unH aU ben ©rengtoett ber in$ Unenblid^e 
abnel^menben enblii^en ©ttede annel^men müBte, in tDeld^em t^atte 
fidg bann aber bas inIonfe!utit)e 5DiSlretum in ba§ fonfelutibe t)er= 
toanbeln toürbe, föttt biefe 2Jlo8li(%feit l^ier t)on tJornel^erein toeg, toeil 
ber einfad&e 5punft in bem ßontinuum Jeine reette JBebeutung ]§at, nid&t 
als beffen töirHidöer a5eji«anbtetl ejifliert, fo ba% alfo l^ier au(6 rein 
formett nur bie unenbüdö Heine ©trede ben ©rengtoert ber ins Un= 
enblid^e abnel^menben enblid^en ©trede re|)räfentieren fann. Slufeer* 
bem, toie toir für baS inIonfefutit)e S)iSlretum feftfteüten, baft baS« 
felbe feiner SluSbel^nung nad& nad& oben nottoenbtgertoeife unenblid^ fein 
muffe, ebenfo unb aus bemfelben ©runbe mu^ bieS audg in bejug auf 
baS ßontinuum gelten, ©obalb man DorauSfe^en tofirbe, bag beibe 
nad& oben il^rer SluSbel^nung nad& enbU(3& finb, toürben fi(J6 beibe mit 
einem ©daläge in baS !onfefutit)e S)t8lretum ))ern)anbeln, benn nur 
biefeS fann foiool^l nad& oben toie nad^ unten enblid^ fein. 

©obalb man nun aber bie 3JlögIid^!eit ber unenblid^ grogen 
©treden mit htm unenblidö fernen 6nbi)unHe in b^m inIonfe!utit)en 
S)iSfretum unb bem ßontinuum gulaffen würbe, mü^te man, nad& 
bem oben SluSgefül^rten, mit bemfelben Siedete foldge ©eraben aud& 
in bem !onfe!utit)en S)iSlretum gulaffen, in U)eld^em QaUt bann in 
biefem Unteren bie unenblid^ Heinen ©treden ebenfo toie in ben beiben 
erjien ejifiieren toürben, nur mit bem Unterfd^iebe, ba^, toäl^renb bie* 
felben in ben erfteren nottoenbig loären, biefelben in il^m offenbar 
mit bemfelben Sled&te jugelaffen toie bejiritten toerben lönnen. Sreittd^ 
fönnten biefelben barin nur fo a^gclaffen toerben, toenn eS ge« 
lange, att ber SBiberfprüd^e loSgutoerben, bie ftd^ ber ^ntoenbung 
ber transftntten S^l^lcnlel^re ßantorS auf baS IonfeIutit)e S)isfretum 
loiberfe^en. SBir tootten nunmel^r öorauSfe^en, bieS Unmöglid&e fei ge» 
lungen, unb unterfui^en nunmel^r in bem nöd^ften Slbfd^nitt, toie fid^ bann 
bie tJrage nad& ber fogenannten SDlftd&tigleit beS ßontinuumS gefialten toirb. 







2)qS Aonttnuutn))to6tetn (eßel^t belanntlidg in ber gfrage, totld^t 
SDlid^ttgleit ber ©efamtl^eit aller reeQen (ganjen, gebrod^enen uttb 
irrationalen) SciW^^ tef:p. aUer reeQen So^^^^^» bie )tDif$en unb 
1 liegen, }u!ommt. äJlan gtanbt allgemein, bag bie Slntoorl 
auf biefe gfrage }uglei$ bie ^nttoort auf bie Oftage ber 9)l&dgtig!eit 
ber unenblid^en (inlonfefuti^en) $unhenmenge einer enblid^en ©trede 
in ftd^ fd^IieBt, ba eine einbeutige 3uorbnung ber ^nnÜt ber legieren 
mit ben 3<^^Iengliebem ber erfteren }u befleißen f^eint« 2)a nun, toie 
@^antor gegeigt l^at^, bie 9Jl&d^tig!eit bed unenblid^en, inIonfe!utit)en 
9laumeS t)on unenblid^ Dielen 2)imenftonen mit ber SDlftdgtigfeit ber 
$un!tmenge einer begrenjten Strede (baS lineare ßontinuum) 3U» 
fammenfaOen foK, fo mirb bie ^ntkoort auf bie f^rage ber ^id^tig^ 
feit be9 3(t^Icn!ontinuum§ f&r ibentifdö mit ber ^nttoort auf bie 
Ofrage ber äßäd^tigleit beS 9laumIontinuumS gel^alten. 

3m Qoliznbzn tDoUm ton auf bie gfrage ber 3}lft(i^tig{eit bel^ 
Sal^IenlontinuumS aU fold^e gar nid^t eingel^en, loaS toir nad^meifen 
mUtn, ift nur, bag bie eben ertüil^nte äSorau^fe^ung ber 3bentität 
biefer 3}lid^tigleit mit berj[enigen bed 9taum!onttnuum§ unridgtig ift, 
bag biefe beiben Oftagen gan} unabl^ftngig Doneinanber finb, unb bag 
bie fjfrage nadt) ber ^&dgtig!eit be§ 9taumIontinuum$, iDenn fie ein= 
mal t>on berienigen beS Sctl^IenlontinuumS getrennt iDirb, ftdg leidet 
beantworten lägt, to&l^renb biefe nad^ toie t)or offen bleibt 

Um bie Stid^tiglcit biefer unferer SErennung beS 3<i^fen= Don bem 
Slaumlontinuum einfel^en gu !önnen, tooKen toir unS j^ii&^fi ^U bem 
Problem beS 3(^^t(n!ontinuumi$ belannt madgen, toaS toieberum juDor bie 
SBefannfd^aft mit ber tranSfiniten SölädötiglcitSlel^re ßantorS öorauSfe^t. 

^ 55eröl. daniox, .SWatl^cmatiWc «nnalen*, JBb,46, 6.488: „S)aS v-bimen* 
fionale, »ie bas Xo~^^t<i(ttf{»naIe ftonttnuttm l^aben bie ^Dlfti^tigleU beS ehtbimen* 
fionalen llontinttumS". 
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SBir l^aben frttl^er ^t^t^m, bafe ßantor unter ber aJlftd^ttgfeit 
ober ber Äarbtnolaal^l eine 3ö^I t)erfle]^t, in ber nid^t nur, toie in 
ber Drbinaljal^I, \>on ber Sefd^offenl^eit ber ©lemente, fonbern in ber 
au$ Don il^rer Drbnung afiftral^ieri loirb.^ äB%enb nun (ei ben 
enbtid^en 3<^^I(n nur biefer rein Begriffli^e Unterfd^ieb gloifd^en bm 
j^arbinal- unb ben jOrbinoIgal^Ien befielet, fo bag jeber enbU(i^en 
^arbinatjal^I nur eine enblid^e Drbinaljal^l entf))ri$t ift (ei hm un- 
enbtidjen 3<i^fen, toie toir frttl^er fallen, ba^ nid^t ntel^r ber 3att, Bei 
il^nen entft)rid&t einer unb berfelben Aarbinalgal^I eine unenblic^e 
JUlengc Don DrbinaljQl^len. ®enn bie Drbinaljal^l ber unenblid^en 
SD^enge 

■iL, A, O, TT, ••« »V««*« 

ifl tovifil t)on ber Drbinalaal^t ber unenblid^en äJlenge 

1, 2, 3, 4, . . . . V . • . . ö> 
oerf(i6ieben (bie erjie ]§at bie DrbinoIgal^I <o, bie gioeite ö> + 1), il§re 
^arbinalgal^l ifl bagegen biefeKe, eS ifl bie erfte ober bie fleinjie 
unenbUd^e jRarbinaljal^l Ko (Alef-9luQ), loel^e bie ©efamtl^eit aUer 
enbtidgen Aarbinaljal^Ien 

1, J; Of %f • . • « V • • • * 

Gebeutet. S)enn bie ^({Iraltion Don ber Orbnung ber Elemente in 
ber sioeiien SOIenge iji gleid^bebeutenb mit btm @e^en berfelben in 
trgenbeine Drbnung, alfo aud^ in bie Orbnung: 

ö), 1, 2, 3, 4, . , • • V • . . . 

unb in biefer (enteren Spornt l^at {te offenbar biefeKe Aarbinalgal^I 
tnit ber SJlenge 

olfo bie flarbinaljal^t Alef-3lutt.* 6s Id^t fi(§ loeiter auf biefette 
Sßeife nad^ioeifen, ba§ au$ bie unenblidge SDtenge 



^ SBenn man fl^ auf ben @tanb^un!t bet firenfien Sofitf fleHt, b. ^. nur ba§« 
ienifie für lofitf^ m5gU4 aulfigt, »aS au^ reeH mdgli^ ift, bann ift eS ntd^t fettet 
etnsttfel^en, ba^ biefe (Santorf^en j^arbinalgal^len logtfd^ gar ntd^t ben!bar ftnb. ^enn 
ttenn unter ber Orbinalaal^l bie Sal^I Don (Stn^eiien mit ^eibel^altung xi^ttx Orb« 
nung Derjlanben loirb, bann iji ü]6er]^au))t nur eine fold^e 3^^^ benibar/ ba reette 
^inl^eiten (inSbefonbere bie einfad^en tRaum« unb S^tt^unÜe) nur (e^el^en lönnen, 
toenn fie in einer Beftimmten Orbnung gegeben flnb. S)ie ftarbinalsal^I SantorS ift 
bemna4 eine blo^e logifd^-formeHe giftion, ber in ber SBirTIid^feit gar nid^tS entf^ri^t. 
über bie logif^en ÜJlSngel ber tranSflniten S^i^Ienlel^re (SantorS Dergl. man au4 
meine ^^ringi^ien ber aneta^lj^p! :c/ bie «Inmerlung ©. 219. 

* ^an fielet ^ierouS am befleU; ba^ unfere SBel^au^tung in ber Dorigen fin» 
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1, 2, 3, 4, . • . V . . . . (D, CO + 1. 

loeldger bie £)tbtnaI}Q^t o) -f 2 entfpridgt ber Aaxbtnaljal^I Kq etit- 
ft)ridgt ufm. Snie bie unenbß^en Drbinaljal^len nun, benen bie 
erfte unenbUti^e Aatbinaljal^t Kq entfprid^t, bilben nadg Kantor (DgL 
@. 34 biefer 3l6]§anblung) bie SafUtn bei Sal^Ienllaffe (II), to&l^renb 
bie enblid^en Orbinalgol^Ien bie 3<^^ten bei S^^tenKaffe (I) auSmad^en. 
S93ie nun bie ©efamtl^eit biefer leiteten S^W^ ^^^ ^^^^ unenbltdge 
3)lidgtig!eit ober bie RaxhimliaU ^o W» fo W ^ud^ bie ©efamt^eit 
aller 3^^I^n ber 3<^^Ien!Iaffe (U) bie gioeitgrögte unenbßd^e S^lfid^ttg- 
!eit ober bie Aarbinalsal^t Ki (Alef-ginS). 9luf biefelfie SBeife ent- 
f))rid^t bann ber ®efamtl^eit aller Sal^Ien ber 3<^¥(n!Iaffe (III) bie 
2Äftd&tiaIeit «a (Alef-3toei) uftt)., fo baft auf biefe SQBeife bie um 
Begren)te Ofolg^ t)on unenblid^en Aarbinalgal^len 

Kq, K|^f '^f • • • • KV; • • • • K(o • • • • 

entfielet. 3n biefer Beife fortfi^reitenb lommt man fd&Ke&nd& jur 
Sfrage, ob ber ©efamtl^eii aller enblid^en unb unenblid^en Orbinal« 
jal^len überl&aupt, ber foflenannten aÄenge W, eine aRöd^tigfeit, bie 
in biefem Stalle bie Ie|te tt)&re, jubmrnt ober nid^i 3n biefer gfrage 
ftimmen bclanntlid^ bie SSertreter ber SWenacnlel&re ni^t ntiteinanber 
übercin. ßantor felbjl Betrad^tet bie SÄenfle W für eine „inIon= 
fipente", b. )&. für eine JDlenge, bie feinen Drbnunfl8i^t)uS unb bem- 
na$ aud^ leine 3Jläd^tig!eit l^at.^ 

3Äit biefer fd&toierigen tJrage nad^ ber JDläd&tigleit ber aRenge 
W öcrbinbet fid6 loeiter bie ^rage nad& ber Sered^tigung ber SoSfUn- 
Haffen, bie l^dl^er als bie gioeite ftnb. 2)a bie 3al^Ien ber pl^eren 
3a]^Ien!Iaffen auf ®runb berfelben beiben ®runb))rin}i))e entflel^en. 



tnerfung, (SantotS j^atbinalaa^l fei eine Bloge gütton, ri^iig iji. ^enn bag gtoei 
unenblt^e Ctbinalgal^Ien eine unb biefelbe ftatbinal)a(l Beft^en, gelingt eS (Siantor 
nur fo nad^sutoeifen, ba( et bie ber einen t^on biefen So^ffitn eigentfimlid^e Ctbnung 
i^ret @Ientenie aufl^eBt unb il^t biejenifie ber anberen fubfliiuieri, toobur^ bie Vin* 
m0glid^!eit beS felbftfinbtgen Seftel^enS ber j^arbindaa^l in feinem ®inne am beflen 
bohtmentiert loirb. Sreilid^ mu( man auSbrüdCIi^ l^etborl^eben, bag bie iRid^itfifeit 
ber tranSftititen Orbinaljol^Ienle^re t)on ber Slid^tigfeit ber tranSftniten j^arbinal« 
Sal^lenlel^re unaBJ^fingig ifi unb ba( aud^, »enn bie legiere gans t)ertt)orfen toirb (tote 
bieS 3. 93. l^eronefe tut), baS ftontinuum|)roBIem no4 immer Befielen BleiBt, nur 
filiert fid^ baSfelBe in biefem gfaOe auf bog einfädle Dilemma ber Beftimmien ober 
unBeftimmten Unenblid^Ieit (oergl. toeiter unten) surttd. 

^ SBergl. barüBer 3. iB. ben ^uffa« bon S. Sernftein „ÜBer bie Steige ber 
tranSfinitenOrbinoIaa^len" in »3Rot§ematif<ien «nnalen*, »b. 60, 1904, ©. 187—189. 
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Quf ©runb bercn bie Säulen ber gtoeiten Söl^tenHaffc entpel^ett unb 
in btefem ©inne alfo nur eine einfati^e Qfortfe^unfl ber leiteten rc« 
t)rAfentieten, fo erl^ebt fidg bie S^age, ob man benn äber]§aut)t ))on 
ber ©efamtl^eit ber Sckl^ten itotxUx Bctl^lenflaffe in bemfelben @inne 
gu ft)red^en bered^tigt ifi, iDie bieg Don ber ©efamtl^eit ber Saluten 
erjier Söl&IenHajfe gilt. 3lud6 in biefer Srage jiimmen bie SBertreter 
ber SRengenlel^re miteinanber nitS^t flberein, eS gibt unter il^nen fofd^e, 
bie nur bie Sol^Ien gtoeiter Sal^fenHaffe aulaffen, todl^renb ®antor 
felBji au(i& an ben l^öl^eren Sal^Ienltaffen fefll^fttt.^ ©oHten nun alle 
bie nnenblid^en Drbinaljal^len ber JDlenge W eine einjige Sal&len= 



1 @o s. %. Befhetiet ^obfon enif^ieben bie (Sstftens l^dl^eter Sal^lenÜafien 
(t)ergl. beffen 9luf{a$ «The general theory of transfinite nambers» in «Pro- 
ceedings of the London math. Society»^ Ser. 2, vol. III, inSBef. p. 185—187). 
3n ber %ai l^at (Spanier fein befonbereS ^ringt^ angegeben, baS fSl^ig »fire, bie 
ledigeren S^^^I^nf^^ff^n als befonbere 9lb(4nitte ber unenbli^en SReil^e ber Orbtnal- 
aa^Ien abauorensen. 2)enn ba bie Sc^W^ ber streiten unb aQer übrigen DoranSgefe^ten 
3<t^IHaffen auf (S^runb ber beiben erfien ^ringipe ber @r}eugnng iranSftniter SciH^ 
(^rinaip ber ionjefutit)en ^inaufügung t)on (Sinl^etten nnb $rinat^ ber SimeSaal^I) 
enißel^en, fo genügt baS (britie) fogenannie !Dl&d^ttgfeiiS))rinatp als {old^eS nid^t, um 
biefe Säulen in Sctl^tenflaffen abauteilen, ba fid^ ber ^Begriff ber !Diad^tig!eit auf beut 
93egriffe ber <S(efami|eit grünbet, bie bieSbegügUd^e Sufammenfaffung ber tranSfiniten 
Sal^Ien, bie auf (ürunb ber beiben erfien $rinai))e entpe^en, in ein ®anae8 aber, 
toenn biefe S^fammenfaffung nid^t alle biefe S^W^ <iuf einmal umfaffen foQ, 
offenbar ein neues befonbereS $rinai^ borauSfe^t unb erforbert. $ier liegt aljo eine 
offenbare logifdfte SüdCe in @^antorS Segrünbung ber tranSfiniten Sal^lenlel^re. ^ud^ 
ift es fe^r fd^loer, fld^ irgenbeinen 2Beg a» beulen, auf bem fie a» t)emteiben toftre. 
IBielleid^t lie^e eS fid^ beulen, bag bie (Sinfü^rung ber l^Sl^eren aritl^metifd^en Optxa» 

• 

iionen, ol^ne bie fid^ übrigens tranSfinite S^^^l^n, bie größer als a> ^ 
finb, toeber begrifflid^ fixieren nod^ a^i<4(nmft§ig barfteSen laffen, ^vl einem fold^en 
Siele fülgren I5nnte. SDenn man bie SJlultiplüation als bie erfte auS ber tlbbition 
(a* ^- V'^titt gleid^en Sal^len) l^erborgel^enbe ]^51^ere Operation mit a^o, bie ^oteu' 
aierung mit a^^ beaeid^net, bann fann man bie nfid^jt l^Sl^ere auS ber ^otenaierung 
l^ertoorgel^enbe mit a^» uf». beaeid^nen, unb fo toürbe man fd^lieglid^ a^^ ^^^^ 
arit^metifd^en Operation a^^ !ommen muffen, unb ba lie^e eS fid^ nun beulen, ba^ 
biefe aritbmetifd^e Operation unenblid^er Orbnung a^d^^i^ (ine 3<^^l liefert, beren 
^Dlfid^tigleit nid^t mel^r ^^ fei, bie alfo bie erpe S(^V^ ber brttten Sal^lenflaffe bar« 
fteHt. S)ann toürbc »eiter bie unenblidje Operation a2'">2 j)ie crfte S^W ^^^ öierten 
Sal^lenHaffe liefern ufto. 3di überlaffe eS gSnalid^ ben S^ertretem ber SD^engenlel^re 
au prüfen, ob ftd^ mit biefem <BeflditS|)unfte ettoaS anfangen IS^t. unb bemer!e nur, 
bafi td^ aus allgemeinen logifd^en (S^rünben nid^t an ben Erfolg ber 6ad^e glaube. 
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Haffe Btiben, fo iDürbe man bann nur nod^ ju fragen l^aben, 06 bie 
®efamt]§eit berfelben eine 37t&d^ttg!ett l§at ober ntd^t. Säeftel^t eine 
folti^e, bann l^itten »ir nur }tt)ei IranSftnite aJlftd^ttgletten, Mq unb 
^1, befielet eine fold^e nid^t, bann l^fttien loir nur eine eingige iranS= 
finite ^JimWU eben bie aRitJ^tigleit »o* 

3laäihtm koir uns fo mit ber tranSfiniten SJlftd^tigleitSlel^re €an= 
torS belannt gemad^t l^aben, tooQen U)ir nunmel^r feine Srormulierung 
beS Aontinuunt))robIem8 bef))red^en. Santor ]§at Be!anntlid^ jioei O^or- 
mulierungen beS fiontinuumproblentS gegeben: in ber älteren t^orm 
l^at er eS in mel^r geometrifd^em @inne getan (loie ja fiberl^au))! ba§ 
geometrif^e Itontinuumproblem ber ^uSgangS))un{t feiner trandfiniten 
3a]^Iente]^re geioefen ifl), in ber fpdteren gform bagegen l^at er e$ in 
rein aritl^metifdjem Sinne getan. SBir tootten un8 ^ier nur mit 
biefer festeren befd^äftigen.^ 

2)a$ 3al^tenfontinuum ift nad^ Santor unb S)ebelinb' ibenttfd^ 
mit ber ©efamtl^eit aller reeQen Saluten, b. lg. mit ber ©efamtl^eit 

1. aller ganjen ))ofitil)en unb negativen 3ctl^Ien mit @infd^(ug 
ber 3lnU: 

V , —5, —4, —3, —2, —1, 0, 1, 2, Z, 4t, 5, 6, 

• • • • i^f • • • « 

2. aUer gebrod^enen ))ofitit)en unb negatil)en SciW^, bie aioifd^en 
je jtoeien Sal^Ien ber erften Sleil^e einjufd&alten feien (fo liegen g. 35. 
atoifd^en unb 1 alle edgten 93rad&e, bie ftdg leidet in il^rer natfir- 

Kd^en Drbnung gewinnen laffen auf ®runb ber (Jormel x = °^ J^ ^ , 
ttjenn a=— unb b==^ jioei fd^on be!annte SSrAd^e finb: 

" 4 1 5 2 7 5 3 4 ^J' 

3. aUer irrationalen pofitiüen unb negatit)en SoXfUn, bie jtoifd^en 
ie gtoeien Sal^Ien ber erften burd& bie gioeite ergSnaten Sleil^e einju« 
fd&atten feien (fo 3. SB. liegt V2 jtoifd^en 1 unb 2 in ber erpen IReil^e). 

^ über ben Unierfd^teb btefet Beiben S)efinUtonen beS JtontinuumS (SiantoTS t>gL 
man ben 9(uffat t>on S. S^outurat «Sur la definition du continae» in «Revue de 
Metaphysique et de Morale», 1900, p. 157 ff. 

« »ergl. Kantor, mai% ^nnalen, »b. XXI, @. 574, unb £)ebe!inb, .etetig- 
feit itttb irrationale 3a]ftlen% 2. ^nfi., 1892, § d. 
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SBenn bte er^e Stetige butd^ bie atoetie DertooQjianbtat toitb, bann 
liegt in ber ]o getoonnenen SWenge aHw <)oittit)ett unb negativen 
lationolen Sagten aioifd^en je aioei Slementen flets ein britteS, fo bag 
bie Stenge aus inlonfeiutitten Elementen beßel^t. €antoc nennt 
eine fold^e inlonfefutiöe SWenge „überaHbid^t".^ 3n bei fiberott- 
bid^ten SRenge attet rationalen Saluten 10 ftd& nun lebe So^I als 
©cenaelement einer unenblid^en IDlenge anberer Sd^ltn biefer SDlenge 

borpellen (fo 3. SB. iji bo» ©rengetentent ber Steil^e ~ |, |, ^ 

, fo ifi 1 baS @renaelement ber Sleil^e 2, p g , 

fo ift 2 bas ©renaelement ber 9leil6e |, j-, f fo ifi | 

13 7 

ba8 ©renaelement, ber Sleil&e ^, g, jg, uf».)- 3ebe fold^e 

unenbltd^e Stetige l)on rationalen Sal^Ien l^at offenbar ben OrbnungS« 
t^puS CO (ober ""(») unb lotrb ))on @antor eine t^unbantentalreil^e 
(erfter £)rbnung) genannt unb iebeS Clement einer SJlenge, bie ©renj» 
etement einer O^unbamentalreil^e berfelben barfteOt, nennt er baS 
^auptelement berfelben unb eine äJlenge, in ber, loie in ber 
STlenge aller rationalen Soif)U^, lebeS (Clement berfelben iugleitj^ 
^auptelentent iji, nennt er „infid&bid&t*.* Slu8 ber Definition ber 
flberaUbid^ten SOIenge folgt, loie leidet einaufel^en x% ba^ biefelbe )u= 
glei$ aud^ inftd^bic^t fein ntuB. 

Dbgleid^ nun iebeS (SIement ber ÜJlenge aller rationalen 3ct]§len 
als ^auptelement, b. f). ate ©renjelement einer i^unbamentalreil^e in 
berfelben gu betradgten ift, l^at umgelel^rt nid^t jebe Srunbamentalreil^e 
in berfelben ein ©renjelement, eS gibt in biefer SD^enge fogar nn- 
enblidg oiele Ofunbamentalreil^en, benen feine (rationalen) ©reng- 
elemente entfpredgen. @o l^at 3« 93. bie S^unbamentalreil^e ber SDegi« 
malbrftd^e 

0.1, 0.12, 0.123, 0.1235, 0.12357, 0.1235711, 

(in benen bie 3)e]imalfletten aufeinanberfolgenben ^rimgal^Ien ent- 
f))red^en) !ein ©rengelement in ber äJtenge aQer rationalen Sctl^l^n. 
S)ie8 ifi nun ber ©runb, ber uns nad^ €antor unb Sebeünb baju 
nötigt, bie 9Renge aller rationalen 3a]^len burd^ irrationale Saluten 
gu ergingen, fo bag bie fo l^ert^oQftdnbigte 9Renge affer reellen Saluten 

1 (Kantor, mt^. Slnnalen, f&t>. 46, § 9, e. 504. 
« ib. § 10, 6. 509-510. 
IP e t T n i e to i c S « S)ie t9))if(|en Geometrien. 6 
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feine ßflden mel^r l^at unb in biefem Sinne baS abfolute Sal^I^n- 
!onttnuum barfieQi 6tne !Dlenge nun, in bet, lote in ber SOtenge 
aller reellen Stielen, iebe Ofunbamentalreilge ein ®rengelentent l^at, 
nennt (Sxintox „abgefti^Ioffen", unb eine STlenge, bie, toie bie 9Jlenge 
aller reellen 3<t^ten, ni$t nur abgefd^loffen, fonbern aud^ infid^bid^i 
x% nennt er eine „J)erfelte" SWenge.* 

Sluf ®runb aller biefer S3eftimmungen folgt, bag baS 3(^^Ien- 
lontinuum eine SRenge barfteUt, bie 1. ))erf e!t (b. ^. injid^bid^t unb 
afigefd&Iojfen ifi) unb 2. flberaUbid^t ifl, unb )toar fo fiberaU= 
bid^t ift, ba^ gloifc^en |e itotx (Elementen ber SJlenge beS 
3a]^Ien!ontinuumS Elemente ber 3)lenge aller ratio^^ 
naien 3a^ten liegen. Unb bamit ift eine erfdgö))fenbe 2)efinition 
beS JtontinuumS im aritl^ntetifd^en @inne gegeben.^ 

@8 erl^ebt fid^ nun bie fjrage nadj ber SÄftd^tigleit biefer 2Jlenge, 
unb in biefer t^rage befielet ba$ fogenannte Aontinuumproblem. 2)ag 
bie ÜJlenge aller rationalen 3a]^Ien bie SJlSd^tigleit Ko l^at, bai Idgt 
fidg leidet betoeifen. 3unfid&ft ift eS leidet eingufel^en, bag fid^ alle 
rationalen S<^W^f bie jtoifd&en Ö unb 1 liegen, in bie Qoxm einer 
einfadgen unenblid^en 9tei^e bringen laffen, toaS in ber einfadgften 
SBeife fo gefd^el^en lann, ba§ ber 3lenner v einer ieben t)on i^nen 
einer enbtid^en ScLfil in ber natfirlidgen 3a]^trei]§e entfprid^t, im 3&^Ier 
aber Saluten t)on 1 bis v— 1 öorlommen, toobei Srttd6e, bie fd^on 
t)or!ommen, auSjuIajfen finb. SDlan gelangt fo gu ber folgenbcn 
einfadg unenblid^en Sleil^e aller ed^ten SBrüd^e: 

2' 3' 3' 4' 4' 5' 5' 5' 5' 6' 6' 7 • • * • 

2)a biefe Sleil^e einfad^ unenbtidg ift (b. 1^. beren OrbnungSt^puS co 
ifi), fo l^at pe bie 3Kä(^tigfcit Ko-' 

Sben,fo laffen fid^ meiter aUe ))ofitit)en rationalen 3a|ten in eine 
einfadg unenblidge 9teil§e bringen, toas in htm folgenben @d^ema ge« 
fd^iel^t: 

^ Kantor, ^ai^. Inttalen, t8b. 46, § 10, 6, 510. 

> d^antor feI6{l aibt biefe S^eftnition in ben Ttat^. «nnalen, %b. 46, e. 511, 
nur in beaud ouf baS lineare SQ^lenfontinuum .... 1 (bie ^enge X), inbem 
er beffen CrbnungStt^^uS mit 6 unb ben entf^re^enben OrbnungStt^tiuS ber !Dlenge 
ber rationalen Sohlen .... 1 (bie SDIenge B) mit -q beaeid^net. 

' $0l* 91. ^aire, Le^ons sur les fonctions discontinues, 1905, p. 28. 
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i i i i 

1' 2' 3* • • ♦ ♦ X' • • • * 

£ 2 2 2 

1' 3' 5' • • • • |jl' * • • • 

1 i i 8 

jr 2' 4' • • • • v' * * * • 



toottn in jebem 99rud6 3&^Ier unb 92enner olgne gemeinsamen Steiler 
finb unb ballet febe rationale Sa^l nur einmal t)orfommt^ unb baS 
man nur in biagonalen Stid^tungen gu lefen brandet, nm bie O^orm 
einer einfa$en unenblidgen Sleil^e gu iiaitn. 3n fil^nlid^er SBeife lägt 
ftd^ bann baSfelbe für aUe rationalen S^Wtt überl^aupt nadgtoeifen. 
SBie aus biefen ^uSfül^rungen erl^eQt, l^at bie äJlenge ber rationalen 
Saluten, bie jtoifd^en unb 1 liegen, ober bie ^enge R, loie jte 
@^antor nennt, biefelbe äJlftd^tigleit loie bie ©efamtl^eit aller ratio- 
nalen Bohlen äber]§au))t. 

S)ementf))redgenb nun fd^liegt S^antor, ba§ auti^ bie 9Jtä(i^tig!eit 
aller reellen S^W^ über]^aul)t biefelbe ift toie bie aKöd^tigfeit ber 
reellen 3ö^fcn, bie jtoifd^en unb 1 liegen. ®iefe lefetere SDlenge 
nennt er bie 5Dlenge beS „ßinearfontinuumS X" unb Betoeiji, bafe bie= 
felbe nidgt bie SR&d^tigleit ber 3Jlenge B l^at, inbem er auSfül^rt, bag 
fid& bie ©lieber berfelben nid^t in bie fjorm einer einfadöen unenblidöen 
^leil^e bringen laffen. SBeiter beioeift er bann, bag aud^ bie 37{enge aller 
reellen Säulen über]§au})t nid^t abjöl^lbar ift unb fd&lie§lid6, bafe pe bit 
9Jl&dgtig!eit be§ Sinearlontinuumd X ]§at. @r Dermutet, ba§ biefe 
3Dlad5tigfeit mit ber utoeitgrögten ajlödötigleit ^i ibentifdft x% aber 
einen jtrengen 93eloeiS bafür l^at er nid^t geliefert, fo ba^ bie t^rage 
biefer 3JlidgtigIeit nod^ immer ungeloft ift, unb barin befielet eben baS 
fogenannte Aontinuumproblem* 

®antor unb bie übrigen SBertreter ber SÄengenlel^re pnb nun ber 
Söleinung, ba§ mit ber ßöfung biefcS ^Problems ber SJiöd^tigfeit beS 
3a]^ten!onttnuum8 gugleidg aud^ baS Problem ber SJläd^tigleit beS 
9laum{ontinuum8 gelöft lo&re. SBtr toollen nunmel^r nadgtoeifen, bag 
bieS nid^t ber t^all ift, ba§ baS Problem bed StaumlontinuumS ein 
befonbereS, Don bemjenigen be$ Sctl^lenlontinuumS unabl^&ngigeS ift. 

2>ie einbeutige Suorbnung ndmlid^, bie man jioifd^en ben 
©Itebern beS 3al^len» unb benienigen beS 9laum!ontinuumS be- 

' %. @#nf(ieB, 3a^reSberi4t ber beuif^en ÜRatl^.-lSerein., IBb.Vni, i&.2, @. 12. 
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jie^enb k)orauiSfe^t, befielet ni^t S>a§ ieber tationaten SoXjll ber 
lonttnuierltd^en 3<^^Intenge . * . . 1 ein $unlt in ber inlonfelutiüen 
^unftmenge einer begrengten Strede (bgl. ((ig* 15) €ntft)ri(i&t, baS ift 
tttoa^ (Sinleuc^tenbeS. 2)ag aud^ jeber irrationalen 3ci^I in ber 
lontinuierlidgen Sal^Intenge .... 1 ein !Pun!t in ber inIonfe!utit)en 



t-h-t — M \ 



4 3 2 3 4 

Sfig. 15. 

$un!tmenge ber O^ifi* 15 entf))rid^t, ift etmad, toad jtoar nidgt ebenfo 
einleudgtenb ift, toaS aber nottDenbiger&)eife borauSgefe^t loerben mu%, 
toenn bie inlonfelutiDe ^unltmenge !eine SfidCen in fidi entl^atten foll.^ 
S)ag aber aud^ umge!e]^rt iebem $unlte in ber in!onfeIuti))en $un!t- 
menge ... 1 eine 3^1^! in ber {ontinuierlid^en 3<^i^Itnenge . « . 1 
ent[t)ridit, ift tttoaS, tporauf toofjll auf ®runb ber beiben gteid^ unten 
an}uffl]^renben Slnalogien jlDifd^en beiben gefd^loffen toirb, toaS aber 
ungere^tfertigt ifl, ba eine tiefere Setrad^tung geigt bag biefe ^na^^ 
logien nid^t genügen, trolle 3bentit&t in ber befagten äSegiel^ung 
jioifd^en beiben gu ftatuieren. S)ie Slnalogien ftnb folgenbe: 

1* 3^ifd^en ie gtoeien 3<i^ten ber {ontinuiertt($en 3<t^lenmenge 
ift immer eine britte Dorl^anben, fo toie gioifdgen je jioeien fünften 
ber !ontinuierUdben ^unftenmenge ein britter bagioifdgenliegt. 

2« 3ebe S(^%1 ber fontinuierlidgen 3a]^Imenge jteUt baS ©reng- 
element einer Sunbamentalreil^e t>on SdWtt berfelben 3Renge bar, 
foioie ieber $un!t ber lontinuierlidgen $unltmenge ben ©renjpunlt 
einer au§ unenbUc^ t)telen fünften befte^enben Seilmenge biefer 
STlenge barfleUt. 

9luf ®runb biefer beiben Slnalogien fommt man bann gum 
Sd^IuB, ba% iebem ^un!t ber lontinuierlid^en $un!tmenge eine 3ct]&I 
in ber !ontinuierlid^en 3ct]§Imenge entf))rid^t, bag alfo bie unenbltd^e 
SRenge ber (Elemente beS 3(^^Ien!ontinuum8 mit ber unenbUd^en 
3Jlenge ber (Elemente beS 9taumfontinuum^ ftquit)alent ift. 3d& toill 
nun betoeifen, baft biefe ©d^Iufefolgerung auf ©runb jener beiben 
Slnalogien nid^t gejogen toerben !ann. 

^ $etgt. barftbet S)ebeltnb, ir^teiigteit iinb tmKonale 3a]^Ien^ 2.«tt{l., 6.11. 
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& (raud^t nimltd^ barau9, bag bte ©lieber ber lontinuierlt^en 
Bd^Intettge inlottfeluttt) ftnb, gar ntd^t gu folgen, bag au$ bte ^unüe 
ber geraben Streife tnIonfe!uttD fein tnflffen, bied toSre nur bann 
ber ^aU, toenn eS ))on Domel^erein feftftfinbe, bag jeber $un!t ber 
geraben @tre(!e einer 3<^^( in ber infonfehttiDen 3<^^ttnenge entft)rid^t. 
@erabe biefe ä^orauSfe^ung ifi eS aber, bie in Ofrage fle|t. 9Bir 
!dnnen uns in ber %at gang gut eine aus lonfelutiDen fünften be- 
^el^enbe begrenjte Strede beulen, in ber eS in ieber SoXii ber Ion» 
tinuierli$en S^l^Imenge entfpred^enbe $un!te gibt, in ber eS aber 
aud^ ^unlte gibt, bie biefen Sc^^Un ni$t entf))red6en, unb jlDar ift 
bie ÜJlöglidgfeit einer foldften ^unltmenge nid^t ju beflreiten, fobalb 
bie SRögßc^teit beS lonfelutiDen S)iStretuntS in SSetrad^t gegogen loirb. 
2)enn bann ift eS offenbar, bag bie begrenjte @tredEe ber gfigur 15 
als eine aus einer unenblid^en Slngal^I ))on fid^ miteinanber unmittel' 
bar berfil^renben fünften beftel^enbe @trede gebadet loerben fönne. 
3fn einer fold6en ©tredfe aber fteffen bie einfad^en irreeHen Stoifd^en» 
^un!te offenbar unenblidg Heine @tred(en erfter Orbnung bar, unb 
ba bie 3<i¥^n ber lontinuierlidgen 3<^^tenmenge .... 1 nur ben 
enblid^en Segmenten ber begrengten @trede ber Ofigur 15 entf))red6en 
!önnen refp. nur ben fünften, bie mit bem ^nfangspun!te in 
enblidgen Slbftftnben liegen, fo ift eS !Iar, bag eS gtoifd^en je gtoeien 
$un!ten einer foldgen auS unenbltd^ t)ielen fonfefutioen ^Punlten U- 
fte^enben @trede ftetS ^nlte geben loirb, benen leine ScifjUtti in ber 
!ontinuierKd6en 3ö^l^ttmenge .... 1 entf))red&en (fo j. 33. entft)rid6t 
htm erften $un!te, ber ftd^ mit bem 0-$un!t berül^rt, gar !eine 3<^^I 
in ber 3a]^tmenge ... 1, ba baS entf))redgenbe Segment eben un- 
enblidg !tein ift, unb baSfelbe toirb aud^ fflr ben gtoeiten, britten ufto. 
5ßunlt gelten). 

3ft bem nun fo fflr bie aus einer a>=^nja]^t Don fünften be« 
ftel^enbe lonfelutiDe $un!tmenge, fo loirb eS um fo mel^r fflr bie 
aus irgenbeiner beftimmten unenblid^en Orbinalga^l ))on fünften 
beflel^enbe $un!tmenge gelten unb fdglie^lid^ au(% fflr bie unenb> 
Udge lineare $unltmenge, bereu Slngal^I fdgled^tl^in unbeftimmt un» 
enblidö, b. 1^. gleidö ber SWenge W ift. S)ie 3Junfte ber festeren 
merben nun aber offenbar nid^t mel^r lonfeluti)) fein !5nnen. S)enn 
fe^t man einmal !on[eIuti))e unenblidge ^unltmengen Voraus, fo 
ift es Ilar, ba§, ba eine jjebe fotd^e $un!tmenge ein erfteS unb ein 
le^teS ®Keb l^at unb bie ®Iieber t>om erften angefangen aufeim 
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anberfolgettb finb, bte Elemente berfelBen ftdg nur ben Stementen 
einer befttmmt-unenblid^en Stetige t)on enblidgen unb unenMtd^en Or- 
binalgal^len, bte ein le^teS ©lieb f^at, einbeuttg guorbnen laffen 
Serben, bie legiere aber flets einen £)rbnun8§t^))u8 l^at unb bemnadg 
aud^ bie entf^red^enbe unenbHdge, Ionfe{utit)e, lineare $un!tntenge einer 
beftimmt'unenblid^en Drbinaljal^I entf))re(i&en loirb. 2)arau§ folgt 
bann untgelel^rt, bag bie SDlenge W nid^t mel^r einer {onfelutitien, 
linearen, unenbtidgen ^unümenge entfpred^en lann, unb bag, loenn 
eine unenblid^c lineare ^ßunftmenge cjipieren foÜ, bie i^r entf})rtd^t, 
biefelbe nur in!onfeIutit) fein !5nne. 9IIfo !ann, ba jebe beftimmte 
no(i& fo gro^e unenblid^e Orbinaljal^l einer !onfe!utit)en linearen 
^Punltmenge entft)ri4t, bcr infonfefutiöen, linearen ^ßunftmenge nur 
bie ©efamil^eit aller enblid^en unb unenblitigen Orbinaljal^Ien ober 
bie SDlenge W entfpred^en. ©oBalb man alfo bie SWögKc^leit einer 
aus unenblid^ bieten lonfelutioen fünften befte^enben enblid^-Iinearen 
^unltmenge in SSetrati^t giel^t, mug man einfel^en: 

1. baB nid^t j[eber $un!t ber begrenjten ©eraben (ber 
linearen unenblic^en 5ßunltmenge) einer 3al&I iu ber lonti» 
nuierlid^en S^^Imenge .... 1 entf))rid^t, unb 

.2. bag bie Slnjal^I ber $un!te in einer au8 inlonfefu- 
tit)en $un!ten be^el^enben begrengten ©eraben nur eine 
unbeflimmt-unenblidge fein !önne. 

@inb biefe beiben @S^e rid^tig (unb fie fiel^en unb fallen mit* 
einanber, ba fie Beibe auS einem unb bemfelBen gemeinfamen ©runbe, 
ber aSorauSfe^ung ber fonfe!uttt)cn, linearen, uncnblidöen 5ßunltmenge, 
folgen), bann iji bamit erftenS unfere SSel^auptung, bag baS Problem 
bed 3<^^t' mit bemjenigen beS 9taum!ontinuumS ni$t gufammenfAlIt, 
beriefen, unb gteeiteng ift bamit augleid^ baS le^tere Problem ))rin' 
3i))iett gelöft. 2)er 3tt)eite ber obigen @&^e ftellt nftmlid^ fefl, bag bie 
Slnjal^I ber 5Pun!te in ber inlonfefutiDen linearen 5PunItmengc nur eine 
unbepimmt=unenbn(i&e fein fönne, ba§ alfo baS lineare 9laumIonti= 
nuum (unb bemnad^ bas Staumlontinuum überl^aupt) enttt)eber bte 
l^ödfefte möglid^c 5IJl4d&tig!eit (toenn bie3KengeW no(i6 eine fold^c 
l^at) ober üitxfjanpt !eine foI$e l^at. 3Bie man alfo l^ierauS 
fielet, I&gt fi(^ baS Problem beS 9laum!ontinuumS, fobalb bie logifd^e 
SKögtidöfeit beS !onfefutit)en S)i8!retum8 in SJetrad&t gejogen toirb, 
ol^ne weiteres löfen, todl^renb baS ^Problem beS 3a^tctt!ontinuum8, 
ate ein bat)on unabl^ängigeS, nad^ toie t)or offen bleibt. 
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9lm @(|Iuffe unferer SluSfül^rungen angelangt, tooUtn toxi num 
mtf)x nur no$ unfere Sö[ung beis Problems beS 9laum!ontinuum8 
ntii ben t^t)if(i^en ©eontetrten in S3er6inbung bringen, toaS in folgen- 
ben beiben @ft^en feinen SluSbrud finbet: 

1. t^tix ein unenbliti^eS SiSlretum, beffen ^unltenntenge 
eine bepintntte 2Räd6tig!eit l^at (ein bepimmteS Alef) ober 
beffen ^unftenanjal^I beftimmt-unenblid^ ift, gilt bie bis- 
{rete ©eometrie. 

2. gfflr ein unenbHd&eS SDiS!retunt, beffen 5Pun!ten- 
menge feine !Dl&d^tig!eit ]§at (eS fei benn bie l^ö^fte) ober 
beffen ^unftenanaal^I unbeflimmt-unenblid^ iji, gilt bie 
!ontinuierIidge ©eometrie.^ 



1 9{ur in einem Satte toüttti unfere oMgen S^lugfoloetungen übet baS Slid^t« 
aufammenf aUen be§ ^oblemS beS ^aum^ mit bemienigen beS 3al^Ien!oniinuttm§ un« 
xxdiixQ, toenn man nSmli^ in bem infonfehtÜDen Slaume nur unenblii!^ groge (S^eraben 
ol^ne einen (Snb))unü im Unenbli^en, gan) abgefel^en baDon, oh man babei bie 99150' 
lid^leit beS lonfefuiiDen SHsfretumS leugnet ober ni^t, julaffen toürbe. ^enn in biefem 
SfaHe idnnten, tote in bem vorigen flBf^nitt ausgeführt, in bem infonfefutiDen S)i§« 
fretum unenblid^ tleine €tredCen nid^i esiftieren unb bie einbeutige guorbnung ber 
$un!te in ber inlonfefutiben (Begrengten) linearen ^unltmenge mit ben ^liebem ber 
lontinuierlid^en Sa^Imenge ttSre tt)tberf|>ru4SloS. 

SBenn aber in bem infonfefutiDen 9laume unenblid^ gro|e ©iredCen mit bem 
6nb))unlt im Unenblid^en augelaffen toerben, bann lä^t fid^ Ux<i^i auf (i^runb unferer 
^luSfül^rungen auf @. 84 einfel^en, ba(, ba in biefem galle, ate im t)origen fLh* 
f4nitt auSgefttl^rt, in bem inlonfehttiüen Staume notioenbigertoeife unenblid^ Heine 
streifen esiftieren muffen, jene einbeutige 3ttorbnung ber beiben !Dlengen ni^t U* 
^el^t. 2Bie man l^ieraud fielet, laffen fi$ alfo unfere beiben gunbamentalfft^e auf 
Seite 86 aud^ gang unabl^Angig t)on ber ISorauSfe^ung ber logifd^en ÜHSglld^teit beS 
lonfefutiben SHSlretumS ffil§ren, fobalb bie ftid^tigteit unferer 93e]^au))iung in bem 
t)origen $lbfd^nitte über bie unenblid^ Ileinen ©treden im inlonfefutiüen S)i§fretum 
augePonben »irb, bie il^rerfeitS toieberum unabl^Angig t)on ber SSorauSfe^ung beS 
lonfelutiDen S){s!retum8 feftgeßettt »erben fann (Dgt. indbefonbere bie Knmerfung auf 
Seite 73). 
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tavi XOinttifs Umvttiit<Msbud^l)anblunQ in ^eibelberg. 



IBiUno ^i{d)cte XDette. 

mit wabrbaftet Steutt urib l?erallc^«r JDanftbarftelt empfanaen wir Me reifen Stückte, M« 
&er flrofee ©eWitfÄteiber 5<r neueren pi?Uofopl?te 5em jirdten 5ef6e feiner arbeit, ber lH4?tunfl 
unfrer hlafftfc^en deit, abgen^innt. Sein n>eiter Btidt vt>ti% 5ie einjetnen Catfad^en unter grofte 
®cftd?t5punkte ju bringen unb fo i^re Sebeutung für bas ©efamtbitb, bem fie ^df einorbnen, klar 
^eroor treten ju Xaffen. . . . Weitere üorauge ber steinen 6tbriften Slfc^^ers bilben bie fefte, aufs 
fordfamfte aegtieberte Pispofition bes Stoffes, bie anmutige, 3n)ifd?en prunh unb Dürftigkeit glüdtUd!? 
bie ITXitte {altenbe ParfteUung, bie gefcI?iAte Auswahl ber »elege, burd? bie er feine meift au runben 
(tiefen formulierten Jlnfld?ten in ftrittigen 5ragen flülgt. bie warme »egeijlerung, bie bis in bie 
(iinAelunterfud^ungen f?inein n>altet, olle pf?ilologifd?e Crodtenf^eit ausfd?Ue%enb unb ben Cefer un» 
auf^altfam mit fld^ fortreigenb. (Citeraturblatt ffir ^crmanif^e «nb romanif^e p^il^logie.) 

^Oetf}C-S^Viftcn* <Erfte Hei^e. (fioetl^es Jp^igenie» Die <ErftMrungsarten bes eoet^ef4?en 
Sauft. ©oetl?es Caffo.) 8«. aeljeftet JTX. 8.—, fein Äalbleber geb. m. 10.-. 
Daraus flnb etnaeln 3U paben: 
^cetfifß dvlfigtnle, 3. 2lufl. 8«. gel?eftet Ttl. 1.20. 
XHt £rna'rttn0«arten bts ^ottftt^dien ^auft. 8o. gef^eftet Hl. 1.80. 
<0o<t^es Caffo. i. »ufl. 8«. fein £n>b. geb. ni. 6.-. 

iSoet^e-S^iriften* ^tvelte Hel^e. (Coet^es Sonettenkran}. (5oet^e unb ^eibelberg. Coet^es 

Sauft 1. Banb.) 8o, ger?eftet TTl. 7.-, fein Äalbleber geb. MI. 9.-. 
Daraus finb einaeut au f?aben: 
^oet^s Sonettenfrans. 8«. gel>. ITI. 2.—. 
<0oet^e unb ^zibelhctg, 2. »ufl. 8®. geheftet TTl. 1.-. 
Soetftt^ ^auft. 1. Zarxb. §. 2lu|L 8«. gel?eftet TTl. 4.-. fein teinroanbbanb TTl. 6.—, fein 

Äalbfranjbanb TTl. &.Ö0. 

iSoetl^e-Sd^riften. Dritte Hel^e. ((Soetlpes Sauft 2. ISanb, O^oet^es Sauft Z. Banb, «oetipes 

Sauft 4.:Banb.) 8». gef?eftet TTl. 18.—, in jwei Ceilen in fein äalbleber geb. TTl. 22.—. 
Daraus ftnb einzeln ju f?aben: 
ec€tft€3 ^au% 2. Zanb, S. 2lufl. 8o. gel?eftet TTX. 4.-, fein Ceinwanbbanb TTX. ß.-, fein 

Äalbfratijbanb TU. 6.§0. 
<Scet^e5 ^dwft. 3. Banb. 2. 2lufl. 8o. gef?eftet TTl. 7.-, fein telntpanbbanb TTT. 8.—, fein 

Äalbfranabanb TTl 8.S0. 
^9<t^€ff «fauft. 4. »anb. 8». gel?eftet TTl. 7.—, fein Ceinwanbbanb TTl. 8.—, fein Äalbfranj» 

banb m. 8.50. 

Sd^itLcX'SdfXiftcn* (trfte Heil?e. (6(f?iacrs 3ugenb» unb rpanberjal?re in Selbftbekenntniffer. 

6cl?iller alsÄomiker.) 8». gef?eftet TIT. 6,-, in teinioanb TTl. 7.60, fein Äalbleber geb. TU. 8.-. 
Daraus finb einzeln ju f}ahen: 
SdiiUet9 ^ugenb' unb tPanberfal^re in Selbflbekenntniffen. 2. neubearbettete unb vermef^rte 

Auflage von ,6d?iUer5 5elt?ftbekenntnlffen*» 8o. gef?€ftet TU. 4.—, fein twb. geb. TTl. 6.—. 
5d^ill€r als Kcmiler. 2. neubearbettete u. permel?rte Aufl. 8». gef?eftet TU. 2.—. 

SdflUeX'Säftiften. Sweite »eil?e. (Seiner als p^ilofop^. 1. u. 2. »u*.) 8«. gel?eftet 
TTl. 6—, in teinTranb TTX. 7.50, fein Äalbleber geb. TTT. 8.-. 
Daraus finb einzeln au b<iben: 

SäiiUet als p^ilofop^. 2. neubearb. unb »erm. 2lufl. Jn a">ei Bücbern. tfrftes Sudf. Die 
;jugenbaeit 1779—1789. 8o. gef?eftet TTX. 2.Ö0. Sroeites »ud?. Die akabemifd?e 
Seit 1789-1796. S». gef?eftet TTl. 3.60. »eibe (teile fein Cmb. geb. TTl. 7.60. 

Kleine Sd^XifUn. tfrfle Ketbe. (Ueber bie menfd?lid?e Sreir?eit. Ueber ben rPilj. 6f?ahefpeare 
unb bie Bacon»TTXi?tf?en. itritifd?e ötreifaüge roiber bie Unkritih.) 8o. gef?cftet TTl. 8.—, fein 
Äalbleber geb. TTl. 10.—. 

Daraus finb einaeln au \}äbem 

lUh€t Me mcnfdiadje ^reilieit. 3. 2luflage. S». gel?eftct TTX. 1.20. 

Ueber ben IPi^. 2. 2luflaQe, 8». ge»?eftet HX. 3.—, fein £wb. geb. m. 4.—. 

Sf^afefi^eare unb bie 3acon-tn^tl^en. 8". geF?eftet TTl. 1.60. 

Krltlfdje Strelfjüue wiber bie Unfritit. 8«. gef?cftet TU. 3.20. 

Kleine S^rifteit» Swclte Keil?e. (6l?akefj>eares Äamlet. Das Perf?dltnis aTvifd?en TPillen 
unb Perftanb im TITenfdpen. Der pf?ilofopl? bes peffimismus. (DrofeJperaogin Sopl?ie pon 
Sad?fen.) 8o. gef?cftet TH. 8.—, fein Äalbleber geb. TTX. 10.-. 
Daraus ftnb einaeln au f}aben: 

5ftafefpeare« JJamlet. 2. 2lufl, 8o. gel)eftet TTl. 6.—, fein Iwb. geb. TTl. 6.—. 

VcL3 t>er^ältni« swifdjen tPltten unb t>erftanb im nienfdjen. 2. 2lufl. 8«. gelpeftet TTl. 1.—. 

t>€t p^ilofoj^^ bc» peffimismus. (tin (tt?arakterproblem. 8«. flcf?cftct Hl. 1.20. 

^rog^ersogm Sophie »on Sad^ien, ;äöniglid?e prinaefftn ber Tlicöerlanbe. 8«. gef?eftet TTl. 1.20. 

Kleine Sd^riften. ' Dritte Keif?e. 

Aro^^erjog sae^anber »on Saufen. 8o. gel?eftet Tu. 1.60. 




Vor kurzem erschien: 

Die göttliche Komödie 

Entwicklungsgeschichte und Erklärung 

von 

Karl Voßler. 

Band I, Teil 1 

Religiöse und philosophische Entwicklungs- 
geschichte. 

Kartoniert Mk. 5,— . 

Der Wunsch und der Wille, dem größten Italienischen Dichter innerlich 
näher zu kommen, wächst von Jahr zu Jahr in den gebildeten Kreisen der 
Deutschen, wie man mit Freuden feststellen kann. Abgesehen von einem 
gewissen Hunger nach dem Idealen in breiteren Schichten, der dem tiefer be- 
obachtenden Auge nicht entgeht, haben nicht wenig zu diesem Umschwünge 
in der Stellung ernst denkender Menschen zu Dante die Wandervorträge des 
unermüdlichen Dante -Rhapsoden Paul Pochhammer beigetragen. Noch fehlte 
uns aber ein Buch, an dessen Hand der gebildete Laie Fich über alle die 
Fragen, die ihm besonders am Herzen liegen, Auskunft holen könnte. Ein 
solches hat nun Voßler ersonnen, und nach dem hier vorliegenden Stücke ist 
es prächtig gelungen. Das ganze Werk ist in zwei Bänden geplant. Der erste, 
dessen erste Hälfte vorliegt, bringt die Entwicklungsgeschichte des Gedichtes 
in vier Hauptstücken: die religiöse, die philosophische, die ethisch - politische 
und die liierarische Entwicklungsgeschichte. Der zweite Band soll dann eine 
fortlaufende Erläuterung des Gedichtes enthalten. Es Ist ganz erstaunlich, 
welche Fülle von Material in diesen ersten mäßig starken Teil hineingepreßt 
ist. Nur einem Gelehrten, der den SiofF so gründlich beherrscht, und der des 
Wortes so mächtig ist, konnte dies gelingen. Die Einleitung bringt einen 
feinabgewogenen Vergleich der beiden großen Dichtungen Goethes und Dantes, 
welcher mit Recht das Schwergewicht auf die gewaltige Verschiedenheit legt, 
und zeigt die geistige Eigenart und Verwandtschaft der beiden Männer. Nach 
dieser Annäherung an Dantes gewaltige Schöpfung von unserer Zelt aus be- 
ginnt Voßler nun seine Hauptaufji^abe, sich ihm geschichtlich zu nähern. In 
zwei genialen Teilen führt er uns, mit der vorchristlichen Zeit beginnend, 
die P^nt Wicklung erst der religiösen und dann der philosophischen Gedanken 
der Menschheit vor bis zu dem Punkte, wo Dante sie vorfand, stets kriti- 
sierend, stets auf den Dichter hinwei.send, und stellt dann jedesmal am Schlüsse 
Dantes Standpunkt zu dem Überkommenen genau fesi : Dantes Frömmigkeit, 
Dante als Philosoph. Wer dem gewandten Führer aufmerksam gefolgt ist, 
was naturgemäß trotz der bewundernswerten Klarheit des Verfassers nicht 
immer ganz leicht wird, dem hat sich wahrhaftig die Gedankenwelt eines 
mittelalterlichen GeUhrlen und die reiche Gedankenwelt Dantes erachlossen. 
Das einem ganz persönlich lebendigen Verhältnis zu Dante entsprungene Werk 
ist auch jedem Dantegelehrten unentbehrlich, und selten hat Ref. die Fort- 
setzung eines Bandes mit größerer Ungeduld erwartet. 

W. im Literarischen Zentralblatt. 
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